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Předpoklady
Předpoklady.

(A1) Pozorovánı́ Yjik , j ∈ {1,2}, k ∈ {1, . . . ,nji} jsou zı́skaná v čase
i , i ∈ {1, . . . ,n}.

(A2) Všechna pozorovánı́ jsou nezávislá.

(A3) E(Y 1i − Y 2i) = µ+ δ((i − k0)/n)+, i ∈ {1, . . . ,n}, kde
µ, δ jsou neznámé parametry a k0 = nθ0 pro nějaké θ0 ∈ (0,1).

(A4) Var(Yjik ) = σ2
ji > 0, j ∈ {1,2}, i ∈ {1, . . . ,n}, k ∈ {1, . . . ,nji}.

Předpoklad homoskedasticity.

(A4*) Var(Y 1i − Y 2i) = σ2/m, i ∈ {1, . . . ,n}, kde σ2 > 0 je neznámý
parametr a m může záviset na n.
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Homoskedastický přı́pad - odhady

k̂µ = arg max
k∈{1,...,n}

{[∑n
i=1(xik − x̄k )(Ȳ1i − Ȳ2i)

]2∑n
i=1(xik − x̄k )2

}

δ̂k =

∑n
i=1(xi k̂ − x̄k̂ )(Ȳ1i − Ȳ2i)∑n

i=1(xi k̂ − x̄k̂ )
2

µ̂ =
1
n

n∑
i=1

(Ȳ1i − Ȳ2i)− δ̂µx̄k̂

k̂0 = arg max
k∈{1,...,n}

{[∑n
i=1 xik (Ȳ1i − Ȳ2i)

]2∑n
i=1 x2

ik

}

δ̂0 =

∑n
i=1 xi k̂ (Ȳ1i − Ȳ2i)∑n

i=1 x2
i k̂
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Homoskedastický přı́pad - asymptotické rozdělenı́

Věta 1

Necht’ platı́ (A1)-(A3) a (A4*). Potom platı́

√
nm

δ

σ

√
θ0(1 − θ0)

1 + 3θ0

k̂µ − k0

n
D−→ N(0,1),

√
nm

1
σ

√
(1 − θ0)3(1 + 3θ0)

12
(δ̂µ − δ)

D−→ N(0,1).
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Homoskedastický přı́pad - asymptotické rozdělenı́
Značenı́

Ak =

(∑n
i=1(xik − xk )ϵi

)2∑n
i=1(xik − xk )2

−
(∑n

i=1(xik0 − xk0)ϵi
)2∑n

i=1(xik0 − xk0)
2

,

Bk =

(∑n
i=1(xik − xk )ϵi

) (∑n
i=1(xik − xk )xik0

)∑n
i=1(xik − xk )2

−
n∑

i=1

(xik0 − xk0)ϵi ,

Ck =

(∑n
i=1(xik − xk )xik0

)2∑n
i=1(xik − xk )2

−
n∑

i=1

(xik0 − xk0)
2.

Posloupnost {rn} splňuje, pro n → ∞,

rn → ∞,
|δ|

√
n

rn
√
log log n

→ ∞.

Zn =
n∑

i=k0+1

(ϵi − ϵn)xik0−
nθ(1 − θ)2

2
∑n

i=1(xik0 − xk0)
2

n∑
i=1

(ϵi − ϵn)xik0 .
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Homoskedastický přı́pad - asymptotické rozdělenı́

Lemma

Necht’ platı́ (A1)-(A3) a (A4*). Potom platı́

Ck = − (k0 − k)2

n
θ(1 − θ)

1 + 3θ

(
1 + o

(
k0 − k

n

))
),

max
|k0−k|≤rn|δ|−1

√
n

{ √
n

(k0 − k)|δ|
|Ak |

}
= op(1),

max
|k0−k|≤rn|δ|−1

√
n

{
Bk

√
n

k0 − k
− Zn

1√
n

}
= op(1),

1
n

n∑
i=1

(xik0 − xk0)
2 =

(1 − θ)3

3
− (1 − θ)4

4
+ O(n−1).
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Homoskedastický přı́pad - asymptotické rozdělenı́

Věta 2

Necht’ platı́ (A1)-(A3) a (A4*) a µ = 0. Potom platı́

√
nm

δ

σ

√
1 − θ0

4
k̂0 − k0

n
D−→ N(0,1),

√
nm

1
σ

√
(1 − θ0)3

3
(δ̂0 − δ)

D−→ N(0,1).
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Heteroskedastický přı́pad - odhady

k̂0(τ
2) = arg max

k∈(1,n)

{(∑n
i=1 xik (Ȳ1i − Ȳ2i)/τ

2
i

)2∑n
i=1 x2

ik/τ
2
i

}

k̂0(τ̂
2) = arg max

k∈(1,n)

{(∑n
i=1 xik (Ȳ1i − Ȳ2i)/τ̂

2
i

)2∑n
i=1 x2

ik/τ̂
2
i

}
= arg max

k∈(1,n)
T2,τ̂2(k)
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Bootstrap algoritmus

D̂i = δ̂0(
i−k̂

n )+

b ∈ {1, . . . ,B} D∗
ib = D̂i + τ̂iεib, kde εib ∼ N(0,1)

Výpočet k̂∗
b z D∗

1b, . . . ,D
∗
nb

Výpočet kvantilů q∗
α z k̂∗

1 − k̂ , . . . , k̂∗
B − k̂
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Tvrzenı́ 4.1.

Tvrzenı́ 4.1.

Mějme H0 : k0 ≥ k1 a H1 : k0 < k1, pak pomocı́ náhodné veličiny
K ∼ dist.(k̂ − k0) definujeme p-hodnota P(K < k̂ − k0), a jako jejı́

aproximaci
B∑

b=1
I(k̂∗

b − k̂ < k̂ − k1).
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Simulačnı́ studie

Algoritmus
1 Vyberme si n a θ0 = k0/n.
2 Vyberme σ2

1i . σ
2
2i , n1i a n2i .

3 Vypočtěme τ2
i =

σ2
1i

n1i
+

σ2
2i

n2i
.

4 s ∈ {1, . . . ,S}, pro ∀i vygenerujeme
Di = Ȳ1i − Ȳ2i ∼ N((i − k0)+, τ

2
i ).

5 Vygenerujeme τ̂2
i ∼

σ2
1iχ

2
n1i−1

n1i (n1i−1) +
σ2

2iχ
2
n2i−1

n2i (n2i−1) .

6 Vypočteme k̂ (s)
0 a k tomu interval spolehlivosti, strannost (bais), a

MSE.

11/15 Krejčová, Vojtek Two-sample gradual change analysis



Homoskedastické simulace
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Heteroskedastické simulace
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Jumping speed
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Jumping speed
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