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VYSLEDKY PRIKLADU NA PROCVICENI Z NMSA202
POSLEDNI ZMENA (OPRAVA): 2. CERVNA 2020

1 KLASICKA PRAVDEPODOBNOST

1. 2

2, G

40 (a) 1= gk gy — ook T = R (SRR = 1= (<) R
(b) Sp_o(=1)F/k! — e L =1/e pron — oo

5. (a) (g)
(b) (g)(n§j>5"75
(c) >0

c Eizl(_l)“—l (Z) (%)n

K\ (/n+m—K bk
6. (a) ¥ (b) W pokud m >k, n > K — k, K > k, jinak 0; (c) ((g’;ﬂ’j))_

2  NEZAVISLOST, PODMINENA PRAVDEPODOBNOST, UPLNA
PRAVDEPODOBNOST, BAYESUV VZOREC

1. jevy jsou zavislé

2. (a) neplati, AY a BY jsou nezavislé,

(b) plati
(¢) neplati
(d) plati
(e) neplati
33 27
3. prOfeSOf: m = 1775
4. studenti: (a) 28/45 (b) ze skupiny B (c) 1 — (0,2)3(0,4)*(0,6)?
5. krabice s micky: 528/5915 = 0,089
6. HUMOR: 5/11
1
. mince: ———— k=0,1,2,...
7. mince Cc— k11! pro 0,1,2,

8. obrazy: (a) 0,977 (b) 0,64
9. HIV test: (a) 0,77, (b) 1072, (c) 0,999
10. kostky: (a) P(“6”) = 7/72, P(“117) = 1/24,
(b) 4/7
(c) P(“6”|chlapec) = 5/54, P(“6”|divka) = 19/180, P(“6”) = 157/1620
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3 NAHODNA VELICINA — DISKRETNI ROZDELEN{

L) P(X=0)= /L P(X=1)= /2 \/LP(X=2) =1 /%
(bPB:¢%O f2¢J1 —¢5Mqummm

2. c=1/14, EX = & var X = 42,

0 r <1,

— =z €]l,2),

— z€][2,3),
1 x > 3.

PIX>2)=¢
Rozdélenf Y: P(Y = 0) = 4/14 = 2/7 a P(Y = 1) = 1/14+ 9/14 = 10/14 = 5/7, tj. Y ma
alternativni rozdéleni Alt(p) s parametrem p = 5/7; EY = 2

3. a=1/4, EX = 5/12, var X = 155/144, rozdéleni Y: P(Y =0) =1/2, P(Y =1) = P(Y =
4)=1/4,EY =5/4

4. basketbalista: P(X =n) = ("”L:_l)pk(l —p)"pron=0,1,2,

5. kostky: 1/3

6. (a) EN=7/2,varN = 35/12
(b)

P(N = i| soucet je 5 ) = 2401°

0, i=1,23

P(N = i| prave 4 Sestky ) = ¢ ?:57

50 5

7. Adam a Bedfich: (
8. AaB:(a) (§)" 1()’“ 6 k=12

() P(B hodf k-krat) = (2)* (4)" L + (g)’“(g 8k =12...a P(B hodi -krit) ~ L

k— k—1 k—1
(d) E (poctu hodit) = 3% | (2k — 1) (3) (6) s+ 1(2k)( ) (3 2=...=%
9. Pocet prestupku mé Poissonovo rozdéleni s parametrem pA.
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4 NAHODNA VELICINA — SPOJITE ROZDELENI

1. (a) Distr. funkce X

<0,
FX(‘T) = 3327 x € (07 1)7
1 r>1

Pravdépodobnostni mira Px
Px(B) = / 2xdx, pro B € B(R).
BN(0,1)

(b) Medidn X je —s.

7
2. c=1/(e—1),
0 x <0,
e’ —1
F = 1
(@) ={S= zep1,
1 x> 1.

_ 1 _ e?—3e+l
EX=_F varX = eenT

3. Medidn X je log(§ + %) a medidn e je § + %
4. ¢ = m, EX =0 = medidn X (plyne ihned ze symetrie hustoty),
_ _ 2k+1
var (X) = C(2]€ + 1) = 2log((k1D)/RK)
5. (a) Y ma rovnomérné rozdéleni na intervalu [0, 1],
(b) EZ =3/2,var(Z) =3/4
6. (a) distr. funkce Y

0 y <0,
Gly) = Vy/m, yel0,77,
1 y > w2

hustota: g(y) = Tl\/gﬂ{y € (0,73}, EY =72/3.

(b) distribuéni funkce Z:

0, z <0,
H(z) = 2 arcsm(z)’ 0<2<1,
™
1, z>1
hustota h(z) = —2—=1{z € (0,1)]}. EZ =2/7

m/1—22
(¢) distribuc¢ni funkce W = max{X,Y}:

0, w < 0,
w 0<w<l1
_ T — -
FW(U))* @ 1<w<7r2
1, w > 2

hustota fiy(z) = L T{w € (0, 1]} + 2771/5 Hw e (1,72)}

w
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7. (a) c=1/2,
0, x <0,
F(z) =< (1 —cosz)/2 =sin®(z/2), 0<zx <,
L, T>T7

(b) EX = 7/2 = medidn X (plyne ihned ze symetrie hustoty)
(c) F~Y(u) = arccos(1 — 2u), u € (0,1)
(d) rovnomeérné rozdéleni na intervalu (0, 2)
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8. trojuhelnik:
(a) 0
(b) rozdéleni je rovnomérné na intervalu (0,7/2); hledana pravdépodobnost je 1/3
(c) distribuéni funkce a hustota:

0, <0, 2 1

2 . V= _ 5’ Y€ (07 1)5
Gly) = § zarcsing, y e (0,1), 9(y)={TV1I-y

1, y>1, 0 jinak.

Pla>1/2)=2/3
2 ? -8
(d) Ea==,var(a) = 3 — 5 U
m
1

(e) EV = o

™ 9x2

5 NAHODNE VEKTORY

1. hody minci
(a) sdruzené rozdéleni:

Y
0o 1 2
0 1/8 1/8

X 1/1/8 1/4 1/8
211/8 1/8 0
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(b) marginalni rozdéleni: P(X =0) =1/4, P(X =1) =1/2, P(X =2) = 1/4, totéz pro Y,
veli¢iny jsou zavislé
(C) cov (X7 Y) = _1/47 PXY = _1/2

2. (a) c=4,
Eb; fx(x) = 22e " I{z > 0}, fy(y) = 2ye ¥ I{y > 0}, X a Y jsou nezavislé
(c) E(X*+Y?) =2
c=1/7, fx(x) = @ {x € (—1,1)} = fy(z), veli¢iny nejsou nezavislé.
(a) hustota f(z) = (1 —|z|)I[{z € (-1,1)}, EZ =0, var (Z) = 1/6; (b) E(ZW) = 0.
X +Y mé binomické rozdéleni Bi(m + n, p)

(a) 2 (b) Nejsou nezavislé. (c) & (d) 3.

NS gt w

(a) Fu(u) = [F(w)]", fu(u) =n[Fw)]"" f(u)
(b) Fy(v) =1—[1=F@)]", fv(v) =n[l = Fv)]""' f(v)
(¢) EU=mn/(n+1),var(U) =n/[(n+1)2(n+2)],EV =1/(n+ 1),
var (V) =n/[(n+1)%(n + 2)]
8. cov (H, D) =1/36, jsou zavislé
9. vlak a autobus:
(a) hustota a distribuéni funkce Z = A+ V: Je-li A # u, pak

A
g(z) = qA—n
0

(e*“z — e*Az) , 2>0,
z <0, 0, z2<0

Je-li A = p, pak

ANze M 2> 0, 1—e M — )\ze_/\z, z>0
9(z) = G(z) =
0 2 <0, 0, z <0,

(b) EZ =} + 5. var(Z) = 5 + 55,
¢) rozdéleni W =V — A:
(c)

M aw A —Aw
G(w):{l s , w >0, g(w)z{““e , w >0,

A pw AL pw
pET7ICERE w < 0. pER7ICER w < 0,

PV—A>k)=1-G(k),P(V-A=k)=0.

(d) P(V > kA) = Aki .

10. Jsou zavislé.

6 LIMITNI VETY
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rovnomérné rozdéleni na [0, 1J:
(a) plyne z rozdéleni Y,, jakozto minima
(b) ano, pouzijte Cantelliho vétu
(¢) ano, c=1
(d) s pravdépodobnosti 1
(e) s pravdépodobnosti 1
Pouzijte napt. Markovovu nerovnost pro r = 2.

(a) konvergence v P plyne snadno, konvergence s.j. neplati (Borelova véta)
(b) konverguje k 0

5. Plyne ptimo z definice a rozdéleni X,,.

6. plyne z 0-1 zakonu (Borelova véta) a z nerovnosti

> P(X[=n) - 1<E|X| <> P(X|>n),

n=0 n=0

ktera plati pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X (napf. viz Lemma 4.7 ve skriptech)

7. (a) 0; (b) 0; (c) 1; (d) 0.

8. (a) plyne ze SZVC pro nezavislé nestejné rozdélené nahodné veliciny; (b) Je splnéna Ljapu-

10.
11.
12.
13.
14.
15.

novova podminka. (b) Plyne z definice konvergence v pravdépodobnosti.
(a) EX =m+1,var(X)=m+1,

bankomat: alespon 10230 tisicikorunovych bankovek

kostka: 0,921

hostina: nejvyse 45 hostu

konzultace: 0,013

a) 0,858 b) 2044 960 c) 22337

terc: 0,993075

7 BODOVY ODHAD

(a) Je tfeba ukazat, ze vérohodnost je maximalizovdna v bodé @ = maxj<j<, X;.
(d) vV, = ”T‘H U, = ”T‘H maxj<;<n X; je nestranny odhad parametru a,
V., je konzistentni odhad parametru a.

(e) T, je nestranny i konzistentni odhad parametru a.
2 2
a a
f) var (V) = ——, var(1T,) = —.
( (Va) n(n + 2) (Tn) 3n

Odhad V,, ma mensi rozptyl.
Maximéalné vérohodny odhad je i, = % Yo log(X;). Odhad je nestranny a konzistentni
odhad parametru pu.

(b) Momentovym odhadem je i, = log(X,,) — % Tento odhad je konzistentni.
X, = %Z?:l X; neni nestranny ani konzistentni odhad parametru . Nicméné X, je ne-
strannym a konzistentnim odhadem parametrické funkce E X1 = exp{u + 3}.

Maximalné vérohodny odhad parametru o? je %Z?:l(Xi — po)?. Tento odhad je nestranny
i konzistentni.
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5. Vybérovy rozptyl je nestranny i konzistentni odhad parametru o2. V pifpadé zndmého pg ma
vSak o néco vétsi rozptyl nez maximalné vérohodny odhad 02 = 15" (X — po)?. Zatimeo

var (a,%) = 2“ , je var (82) = 22

n—1"

6. (a) Maximdlné vérohodny odhad parametru p je 2 3% | X;.
(b) P, neni nestranny, ale je konzistentni odhad parametru p.
(¢) pn je nestranny, ale neni konzistentni odhad parametru p.
7. Odhad neni nestranny, ale je konzistentni.
8. (a) Maxim&lné vérohodny odhad parametru 6 je §n = min;<;<, X;. Odhad nenf nestranny,

ale je konzistentni.

(b) Momentovy odhad parametru 6 je 0, = £n._ Odhad je nestranny i konzistentni.

Xn
2
9. Maximélné vérohodny odhad parametru 6 je 6,

y . Odhad neni nestranny, ale je konzis-

tentni.

8 INTERVALOVY ODHAD

1. Oznac¢me X; vysku ¢-tého chlapce, i =1,...,15.
Model: X1, ..., X15 nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim N(pu, 39,112).
( ) ( —Ur- a/2\faX +up- a/Qf) (1347977 143’29)
(b) (X, — - af’ +00) = (135,37; +00)
(¢) (—o0 ul_af) (—o00;142,89)
(a) (Xn —t1—a/2n-1 \f7X +tia/2n— 1f) (13,94;14,67)

(b) < (D)5 ~(2“”S"> = (0,164; 0,943)

)
Xi—a/2,n—1" Xa/2,n—1

a

3. (a) Predpoklddany model: Necht X; je indikétor toho, zda i-t4 osoba souhlasi. Pfedpokldddme,
ze X1,..., X400 jsou nezavislé a stejné rozdélené s alternativnim (tj. nula-jednickovym)
rozdélenim s nezndmym parametrem p € (0, 1).

Bodovy odhad je p = 0,6.
(b) (0,552;0,648),
(c) n > 4098.

4. Model:

e Xi,...,Xo5 vyska chlapcii v em, ndhodné veli¢iny s N(uq,02),

e Y1,..., Yy vyska divek v cm, ndhodné veliciny s N(us, 0?),

e vSechny veli¢iny X7, ..., Xo5, Y7,..., Yoo jsou nezavislé.
95%-ni intervalovy odhad spolehlivosti pro p; — po je (14,02;17,38).

“o

(a) Oboustranny intervalovy odhad o asymptotické spolehlivosti 95% je

s )

(/)\\La/)\\U) = (Y — U0.975

Pro data z prikladu (1.55,2.58).
(b) Oboustranny intervalovy odhad o asymptotické spolehlivosti 95% je ( exp{—Au},exp{—X\ L})
Pro data z ptikladu (0.08,0.21).
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(¢) Oboustranny intervalovy odhad o asymptotické spolehlivosti 95% je

<imex{ 50 3 | _exp{AU}>

k=11 k=11

Pro data z pifkladu (7.7-1077, 8.1-1079).
6. (a) Bodovy odhad stfedni doby zZivotnosti je 10 a intervalovy odhad o asymptotické spoleh-
livosti 90% je (6.2,13.8).

(b) Bodovy odhad medidnu zivotnosti je 6.9 a intervalovy odhad o asymptotické spolehlivosti
90% je (4.3,9.5).



