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1 Cviceni 5.10.2020
Konvergence Newtonova integralu

Piipomenuti: Newtoniv integrdl z funkce f na intervalu (a,b) je definovén jako
rozdil limit primitivn{ funkce v krajnich bodech (pokud existujf):

b
/ f(x)dx == F(b_) — F(ay).

Bud funkce f spojitd na intervalu (a,b). Pak existence (konvergence) New-

tonova integralu f; f je déna existenci vlastnich limit primitivn{ funkce, F'(a)
a F(b_). (Je-li f spojitd na uzavieném intervalu [a,b], Newtonuv integral sa-
moziejmé existuje.)

Piiklad: fol 2% dz konverguje <= a > —1. [[7z"dz konverguje <=

a< —1.

Tvrzeni 1.1 Je-li f spojitd a omezend na omezeném intervalu (a,b), integrdl
f;f konverguje.

[Dikaz)

Véta 1.2 (Srovnavaci kriterium pro konvergenci integralu) Nechf f a

g jsou mezdporné funkce spojité na intervalu [a,b) a necht f < g na [a,b).
Jestlize ffg konverguje, pak konverguje i f: f.

Véta 1.3 (Limitni srovndvaci kriterium pro konvergenci integralu) Necht

f@) _

g(@) —

[ a g jsou nezdporné funkce spojité na intervalu [a,b) a necht existuje lim, _;_
c. Pak

(a) ce (0,00) = [fabf konverguje <= ffg konverguje .
(b) c=0 = [ffg konverguje =—> f;f konverguje .

(c) c=0c0 = [fabg diverguje =— f:f diverguje |.



Pozn.: Analogickd kriteria plati pro funkce spojité na intervalu (a, d].

sinx d

o . ’ . “ ~ o0
Pozn.: Newtonuv integral je “neabsolutné konvergentni’, napft. fl -

konverguje, ale f > w dxr = oo. Lebesgueuv integral, s nimz budeme pracovat,
tuto vlastnost nema, je to absolutné konvergentni integral.

Vysetiete konvergenci nésledujicich integralu:

1. fol log x du,

1 logx
2. [y T2 d,

3. fol e — )
z(e®—e~7T)
/2 .
4. [, log(sinz) dz,
5. floo IO% d,

6.

0 eﬁfcosm

Zjistéte, pro které hodnoty parametru nasledujici integraly konverguji:
7. [ (te(x))P da,

8. fol 22711 — z)b~Ldx,

11 (1 a2z2)

10. ;7 sin (Va2 + 1 —z%) da,

OO arctan ax—arctan bx
11. [ arctanaz—arctanbe g,

Budeme vysetfovat konvergenci integralu i v tomto zobecnéném smyslu:
< . Teb L e
Rekneme, ze fa f(x) dz konverguje, jestlize existuji a < ¢; < -+ < ¢ < b
takové, ze Newtonuv integral konverguje na kazdém z intervalu (a,c¢1), (¢1, c2),

) (Ck—lyck)7 (Cka b)
Zjistéte, pro které hodnoty parametru nasledujici integraly konverguji:

1 -1

12. foo‘”a =2 gy (a >b),

13. fl lof|1 a?z? d:E

Vi—z2

Domaéci tkol €.1: (termin - 11.10.) Zjistéte, pro které hodnoty parametra
nasledujici integraly konverguji:

1 00 e—ax2 _ e—ba:2
/ xs(l — xz)t dx, / —dux.
0 0 €z



2 Cviceni 12.10.2020
o-algebry, o-obaly
1. Ukazte, ze algebra je uzaviend na mnozinové rozdily.
Ukazte, ze o-algebra je uzaviena na spocetné pruniky.
Necht X = {1,2,3,4}, S = {{1,2},{4}}. Popiste ¢8.

Bud X =N, A= {F CN: F konetnd nebo N\ F' kone¢nd }. Rozhodnéte,
zda A je algebra, o-algebra, piipadné jak vypadd o.A.

Ll

5. Necht A je o-algebra na nejvyse spocetné mnoziné X . Rekneme, 7Ze mnozina
A € A je atom o-algebry A, jestlize

VBeA: BNA=0nebo BD A.
Ukazte, ze A sestdvé ze vSech sjednoceni svych atomu.
6. Bud B o-algebra na X, A € P(X) \ B. Ukazte, ze
oc(BU{A}) = {(BinA)U (BN A“): By,Bs € B}.

7. Bud X = {0,1}N, A; := {x € X : 2; = 1}, i € N. Polozme A := o{A; :

i € N}. Ukazte:

@) {reX: z=a,...,zn=a} €A neEN, ai,...,a, € {0,1}.

(b) {z}e A zeX.

(c) {x e X: limoox; =0} € A

(d) {z€X:limy o 23" 2;=p} €A pel0,1].
Pozn.: Prostor X muzeme interpretovat jako pravdépodobnostni prostor
vSech vysledku z nekonec¢nékrat opakovaného hodu minci.

8. Uvazujte zobrazeni f : {0, 1} — [0, 1] dané piedpisem

Ukazte:

(a) Mnozina S C {0,1}" posloupnosti s koneéngm poctem jednicek je
spocetna,

(b) £ je prosté na {0,1}V\ S,

(c) f:{0,1}N\ S — (0, 1] je bijekee,

(d) obraz f(A) o-algebry A splyvd s B(0,1] (borelovské podmnoziny
(0,1]). (Ndvod: ukazte, ze kazdy otevieny interval I C (0, 1] je spoCetnym
sjednocenim “dyadickych” intervalu typu (p;-l,%], p=1,...,2°,
ieN.)

Domadci kol €.2: tlohy 2 a 8(d) (termin - 19.10.)



3 Cviceni 19.10.2020
Nulové mnoziny, zaplnéni miry
Bud (X, A, u) prostor s mirou.

1. Rozcvicka: ukazte, ze pro vSechny posloupnosti mnozin A, As,--- € A

plati
H (U Ai) < ZN(Ai)

(subaditivita miry).
Pfipomeiime si definici nulovych mnozin:
N:={NcX:3AeA NCA, u(4)=0}.

2. Popiste nulové mnoziny pro (a) Diracovu miru d,, (b) aritmetickou miru

L.

Pfipomenime si zavedeni Lebesgueovy miry na R: A(= A1) je borelovsk4 mira
na R spliujici A(I) = |I| pro kazdy interval I (]I] znac¢i délku I). (Existence a
jednoznacnost zatim nebyla dokdzédna.) Lebesgueova mira je reguldrni v tomto
smyslu: pro kazdou borelovskou mnozinu B C R a pro kazdé ¢ > 0 existuji
oteviend madmnozina G O B a uzaviend podmnozina F C B takové, ze A\(G \
F)<e.

Oznac¢me

C:= {A C R : Ve > 03 oteviené intervaly Iy, I, ... takové, ze A C UIi

a Z|Ii|<€}'

3. Ukazte, ze (a) C C N, (b) N C C. Tedy C jsou vSechny lebesgueovsky
nulové mnoziny v R.

Nyni si dokdzeme vétu 2.4 z pfednasky:
Véta (2.4. Zuplnéni miry) Je ddn prostor s mirou (X, A, u). Pak plati:

1. Ag={BC X : 3dJA € A, BAA € N} (symbolem /A znacime symetrickou
diferenci mnozin).

2. Miru p lze jednoznacné rozsirit na prostor (X, Ag) (znacime opét ).

3. V prostoru (X, Ao, ) jsou vSechny nulové mnoZiny méritelné.



Cantorovo diskontinuum: Polozme Cj := [0, 1] a indukei definujme mnoziny

Cn = ¢(Cn71) U 7/1(Cn—1); n = 172, ey kde

1 2 1
=Zt, Y(t)==+>t, teR.

Cantorovo diskontinuum C C [0, 1] je definovéno jako prunik

C .= ﬁCn.

n=0
Domadci kol €.3: (termin - 26.10.) Ukazte, ze:

(i) C#9,

(ii) C je nespoCetnd mnozina (ukazte, ze C' je prostym obrazem mnoZiny
{0,1}3%),

(iii) C je nulova (vzhledem k Lebesgueové mife).

4 Cviceni 26.10.2020
Abstraktni Lebesgueuv integral, aditivita

Ptipomenuti - definice abstraktniho Lebesgueova integralu na prostoru s mirou

(X, A, ).
1. Cemu se rovna J fdbg, je-li 6, Diracova mira v bodé z € X7
2. Cemu se rovna J fdu, je-li p aritmetickd mira na X?

3. K funkci f(z) = z, z € [0,1] a f(x) = 0 jinak, najdéte posloupnost
nezapornych jednoduchych méritelnych funkei s,,  f, a pomoci ni spoctéte

Jg [
4. Totéz jako v predchozim piikladu, ale s funkei f(z) = 2%, z € [0, 1].

5. Ukazte, ze pro Dirichletovu funkci g(z) =1, 2 € Q, a g(z) =0, z € R\ Q,
plati [gd\ =0.

Dukaz véty z prednasky:
Véta (4.4 Linearita integralu) Jsou-li funkce f,g € L*(1n) a o € R, pak

lati
. [atin=a [ fan [+gdu= [ fans [gdn,

md-li pravd strana smysl.

5. Ukazte, ze pro f,g € L£*(u) plati monotonie: f < g = [ fdu < [gdp.
(Z prednésky to vime pro nezdporné méfitelné funkcee.)



6. Ukazte: Je-li funkce f méfitelnd a |f| < g pro néjakou funkci g € £ (),
pak i f € L1(u).

7. Necht je prostor (X, A, u) tiplny. Ukazte, Ze z rovnosti f = g s.v. plyne:
[f je méfitelnd <= g je méfitelnd.]

8. Najdéte posloupnost jednoduchych méfitelnych funkef s, na (R, B, ) ta-
kovych, ze s, \, 0, ale [ s, d\ /0.

9. Je mozné takovou posloupnost s, najit na prostoru ([0, 1], B[0, 1], A|[0, 1])
(Lebesgueova mira restringovand na interval [0, 1])?
10. Pro funkce f,(z) = n, € (0,2), a fuo(z) = 0 jinak, plati: f,(z) — 0

bodove, ale fol fnd\' £ 0. Proé¢ zde nelze pouzit Leviho vétu?

Domadci kol €. 4: piiklad ¢. 4 (termin - 2.11.)

5 Cviceni 2.11.2020
Zameéna limity a integralu, sumy a integralu
Teoretické prostiedky (pfipomenuti):
e (zobecnénd) Leviho véta a jeji dusledky:

— Jsou-li funkee f,, méritelné, f, M f a [ fidp > —oc, pak [ f,du
[ fdp.

— Jsou-li funkce f, méfitelné, f, \, f a [ fidu < oo, pak [ fndu
J fdp.

— Pro nezdporné méritelné funkce f, na X plati

J(50) oo

e Lebesgueova véta o konvergentni majoranté a jeji dusledek:

— Budte f,, f méfitelné funkce takové, ze f, — f s.v. Nechf déle
existuje funkce g € £1(u) takova, ze |f,| < g s.v. pro vSechna n € N.

Pak f e LYu) a [ fndu— [ fdpu.
— Jsou-li f; méfitelné, > o2, fi konverguje s.v., a g € L' (p) takovd, ze
| >, fil < g s.v. pro viechna n, pak > ;o fi € L1 (1) a

J(Es)o-5 e

V nésledujicich pfikladech ovéite, zda lze provést zaménu limity a integralu:



. 1 ™
1. hmn_mo fO mdl‘7

. o0
2. hmnﬁoo fO #dw,

3. limy, oo fo n?x(l — x)" du.
Dokazte nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni Jsou-li f, méritelné funkce na prostoru s mirou (X, A, u) takové, Ze
> Jx | fuldp < 00, pak

Zn:/xfndu—/xzn:fndu-

Vypoctéte nasledujici integraly rozvojem funkce do fady. Zduvodnéte zaménu
sumy a integrélu:

4. fooo o1 dr,
5. fooo et A,
6. fl log (1—x) d.]?

7. fl log( i—kz) dz.

Domadci kol &. 5: (termin - 9.11.) Spoététe pomoci rozvoje do fady.
Zduvodnéte zdménu sumy a integralu:

(i) /O Tlog g b iy /O " log(1 4 ¢%) da.

1— 22

6 Cviceni 9.11.2020
Integraly zavislé na parametru
Pripomenuti vét:

Véta (Lebesgueova; o spojité zavislosti integrdlu na parametru) Bud’te
(X, A, ) prostor s mirou, T metrickyj prostor a f : T x X — R funkce. Necht
dale

(i) f(t,-) je méritelnd pro kazdét € T,

(ii) f(-,z) je spojita na T pro s.v. x € X,

(iii) ezistuje g € L1 (n) takovd, Ze |f(t,-)| < g s.v. pro viechna t € T.
Pak f(t,-) € LY (u) pro viechna t € T a funkce

F:t— /f(t,x) du(x)

je spojitda na T.



Véta (Zaména integralu a derivace) Bud'te (X, A, u) prostor s mirou, I C
R otevreny interval a f: I x X — R funkce. Necht ddle

(i)
(i)

(iii)

(iv)

f(t,-) je méritelnd pro kazdét € I,

existuje N € A, u(N) = 0, takovd, Ze pro viechna x € X\ N a pro viechna
t € I existuje vlastni derivace %f(t,x),

existuje g € LY (u) takovd, Ze pro vechna t € I, |%f(t,x)\ < g(z) pro s.v.
ze X,

existuje to € I takové, Ze f(to,-) € LY (1).

Pak f(t,-) € LY(u) pro viechna t € I, funkce

F:t»—)/f(t,x)du(x)

je diferencovatelnd na I a plati

F'(t) = %f(t,x)du(x), tel.

Ukazte, ze funkce F : t — fooo % dx je spojita na [0, 00).

Ukazte, ze funkce F : t — [ e~t" du je spojitd na (0, 00) a limy 0, F(t) =
0.

Najdéte defini¢ni obor a vySetiete spojitost funkce

F .—>/1 du
ja —_—
0o Va?+a?

(Defini¢nim oborem je zde mySslena mnozina vSech hodnot a € R, pro néz
uvedeny Lebesgueuv integral konverguje.)

Najdéte definiéni obor a vysetiete spojitost funkce

g
F:a|—>/ dr.
0 2+Jﬁa

. Funkce Gamma je definovana predpisem

oo
I':s— / ¥ te % dx.
0

Ukazte, ze:

(a) Funkce Gamma je definovand a spojitd na intervalu (0, 0o),



(b) T'(s+1) =sI'(s), s >0,
() Tk)y=(k-1DL, k=1,2,...,
)

) T

(d hmsHOJr D(s) = limg— 00 I'(s) = 00,
(e
6. Pro funkci

= [, (logz)z*~te " dx, s > 0.

o 1 _ p,—ax
F:a— / =
0 re®
najdéte definién{ obor, spoctéte F’(a) a nésledné F(a).

Domaci kol €. 6: (termin - 16.11.) Pro ndsledujici funkce najdéte de-
fini¢ni obor a vySetiete spojitost:

(i) F(a) = /O Wxasidx, (i1) G(b) = /O ST g

(m — )

7 Cviceni 16.11.2020
Integraly zavislé na parametru, Fubiniova véta

Spoctéte derivovanim podle parametru:

O arctg ax
L. fO z(1422) d$

9. j‘ﬂ' log(1+a cos ) dx

cos T ’

o0 —ax sinbx
3. Jy e AT g,

Domadci tikol €. 7: (termin - 23.11.) Zjistéte, pro kterd, a,b € R integral
konverguje, a spoctéte derivovanim podle parametru:

) efaz2 _ esz")
F(a,b) = / C ¢ i
0

X
8 Cviceni 23.11.2020
Fubiniova véta

Fubiniova véta - pfipomenuti:

e Pro kazdou funkci f € £*(RPT?) plati

[ seniton= [ ([ sena)ae= [ ([ senas)

kde dz := dXP(x), dy := d\4(y), d(z,y) := dNPTI(z,y).



e Pro mnozinu A € BP9 plati
APHI(A) = / N(A,) dz = / NP(AY) dy,
TrlA 7T2A

kde 7 : (z,y) — x a mo : (z,y) — y jsou projekce.

e Pro funkci f € £L*(RPT?) a mnozinu A € BPT? plati
[ remdey = [ (/ fxydy)dw—/ ( f(x,y>da:)dy.
T A o A AvY

1. Ukazte, Ze pro kazdou pifimku P C R? a kruznici K C R? plati \?(P) =
A(K) = 0.

2. Spoctéte N2 {(z,y) : 22 +y? < 6}.
3. Spoctéte N2 {(z,y) : 0 < zy? < 1, 22 < y}.

4. Spoctéte [ ey

x24y2<1 /1—a2—y2
5. Spoctéte N3 {(z,y,2) 1 /22 +y2 <z <1}

6. Spoctéte [ f(O‘OO)Q % dvéma zpusoby s vyuzitim Fubiniovy véty.

2

Odvod'te vztah Y 07 | 4 = &

7. Fubiniova véta jako alternativa k derivovani podle parametru: Pomoci
Fubiniovy véty spoctéte fooo o—az % d.

Domaéci tkol &. 8: (termin - 23.11.) S vyuzitim Fubiniovy véty spoctéte
(R > 0 je dany parametr)

N{(z,y,2) i 2>0,y>0, 22 +1y*> <R% 0< z<ay).

9 Cviceni 30.11.2020
Fubiniova véta, véta o substituci

Véta o substituci - pfipomenuti:

Véta 9.1 Bud U C R" oteviend, ¢ : U — R"™ difeomorfismus a f: p(U) = R
Lebesqueovsky méritelnd funkce. Pak

| #etan|ets )Idz—L(U)f(y)dy7

md-li jedna strana smysl.

10



1. Spoctéte
N {(z,y): y <2® <4y, 2¢ <y? < 3z}

(a) pifmo pomoci Fubiniovy véty, (b) s vyuzitim substituce u = y?/x,
2
v=2x%/y.

2. S vyuzitim poldrnich souradnic x = rcost, y = rsint spoctéte:
(a) M {(z,y): 1 <2®+y? <4},
d(z,y)
(b) ff{rcz-‘,-yQSl} 1,;?221’,27
() M{(z,y) : (2* +y?)* < 2a°(2? —y?)}.

3. Funkce Beta je definované predpisem
1
B (s,t) — / 11— 2) da.
0

Ukazte, ze funkce Beta je definovand a spojitd na mnoziné (0,00)%. Od-

vod'te vztah
L(s)I'(?)

T(s+t)’
(Vyjédiete soucin T'(s)T'(t) jako dvojny integrdl (d(x,y)) a pouzijte sub-
stituci = zv, y = 2(1 —v).)

B(s,t) = s,t > 0.

4. Integraci [[ e~y d(z,y) s vyuzitim poldrnich soufadnic odvodte hod-
notu [ e~ dz.

Domadci tkol €.9: (termin - 7.12.2020) Spoctéte
N{(@,y) : (2% +29%)7 < 2%y}

(Pouzijte variantu poldrnich soufadnic x = ar cost, y = brsint.)

10 Cviceni 7.12.2020
Fubiniova véta, véta o substituci
1. Spoctete [y, 1/vVx + yd(z,y), kde

M={(z,y): 2>0,y>0, Vo ++vz<1}.
(Pouzijte substituci # = rcos*t, y = rsint.)
2. S pomoci vdlcovijch soutradnic x = rcost, y = rsint, z = s spoctéte

N{(z,y,2): 2 +y? +22 <2, 22 +y? + 22 <22},

11



3. Sférické souradnice jsou dany predpisem
T =TCcospcosy, y=rsinycosy, z =rsiny,
s

r>0, -1 <o <7 -5 <1 < F. Ukazte, ze uvedené zobrazeni je

reguldrni, najdéte jeho obraz a spoctéte Jakobian.
4. Spoctéte miru mnoziny z pitkladu 2 pomoci sférickych souradnic.
5. Spoctéte
N(zy,2): 2 +y? +22 <4, 2+ 2y + 2 <2}
(Uvazte vhodné otoceni v R3.)
6. Spoctéte

/ (x+y+2)%d(z,y, 2),
M

kde M = {(z,y,2) : 22 +y? < 2az, 22 + y* + 22 < 3a®}. (Ndpovéda:
Sz +y+2)2d@,y,2) = [y, (@* +y* + 2%) d(2,y, 2).)

7. Spoctéte
N3 {222 —y? + 22 <2z, |y| < 1}

Domadci kol €.10: (termin - 14.12.2020) Spoctéte:
N(z,y,2): (x+y+2)? <ay, z>0,y>02>0}.

(Napovéda: pouzijte substituci = r cos? p cos? ¥, y = r sin? 4, z = rsin? ¢ cos? P.)

11 Cviceni 14.12.2020
1. Spoctéte [ e=*" dz. (Ndvod: pocitejte If e=7"=v" d(x,y) dvéma zptisoby.)
2. Sférické soutadnice v R™, vypocet Jakobianu:

1 =TCOSx] COSQp...COSQp—1
To = rSinaq cosas ...COSQy_1

T3 =Trsinas...coSa,_1

Tn, =TrSina,_1,
r>0,a1 € (—m,7), az,...,0n_1 € (=5, 5).
3. Vypocet objemu jednotkové koule B,, v R", w,, := A"(B,,):
(a) Ukazte pomoci Fubiniovy véty rekurentni vztah

21
Wp = —Wp_9,Nn > 3.
n

12



(b) Ukazte, ze
7.l_n/2

Wy =———, neN.
r(z+1)

4. Konvergence integralu vice proménnych: VySetiete konvergenci integrélu:

[/ d(z,y)
(o221} (@2 +y?)e

// d(z, y)
0,12 (y2 cos? x + sin® )

v zévislosti na parametru o € R.

Domadci kol €.11: (termin - 21.12.2020) Spoctéte:

I s

kde M = {(z,y,2) : 222 + 322 <y < 4}.

13



