10.

7. cviceni
Transformace nahodnych velicin

1
. Necht X ~ R(0,1). Urcete rozdéleni Y = —=log X, kde 6 > 0.

0
Necht X ~ Exp(1). Uréete hustotu ndhodné veliciny Y = a — blog X, kde b > 0.

(Toto rozdéleni se nazyva Gumbelovo).
Necht X ~ N(p, 02), kde pu € R, 02 > 0 jsou parametry. Necht Y = d + exp(X).
(a) Urcete hustotu ndhodné veli¢iny Y.
(b) Urcete stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny Y.
Necht X ~ R(—7/2,7/2). Najdéte distribuéni funkci a hustotu veli¢iny ¥ = sin(X). Urcete
stfedni hodnotu a median Y.
Necht X m4 beta rozdéleni B(a, b), kde a > 0, b > 0 jsou parametry. To jest, X m& hustotu

l‘a_l(l _ .Z')b_l

L(a)T'(d) .
B(a, b) ]1(0’1)(x)’ kde B(a, b) = ———= je beta funkce.

f(@) = T(a+b)

Uréete hustotu ndhodné veli¢iny Y, ktera je ddna nasledujicim vzorcem

X
v = o8(2).
el1—x
Necht X ~ N(0, 1). Uréete distribu¢ni funkei a hustotu ndhodné veli¢iny Y = | X|.
Necht X ~ R(—1, 2) a Y = X?2. Uréete hustotu ndhodné veliciny Y.
Necht ndhodnd veli¢ina X m4 rozdéleni popsané piedpisem
-1

P(X = kr/4) =

F, k:071,2,....

Jaké rozdéleni md ndhodnd veli¢ina Y = cos(X)?
Necht X ~ Po(A1) a Y ~ Po()2) jsou nezdvislé. Urcete rozdéleni Z = X + Y.

X aY jsou nezavislé nahodné veli¢iny s rozdélenimi

PX=n)=0-p1)"p1, n=0,1,...,
PY=n)=(1—-p2)"p2, n=0,1,....

Najdéte rozdéleni ndhodné veli¢iny Z = X + Y.

Opakovani z prednasky

Rozdéleni funkce spojité ndhodné veli¢iny Nechf X je ndhodn4 veli¢ina s distribuéni funkei
Fx a nosicem Sx. Chceme vypocitat rozdéleni ndhodné veliciny Y = ¢(X), kde ¢ je borelovsky
meéftitelnd funkce.

Ozna¢me Fy distribuéni funkci ndhodné veli¢iny Y. Potom

Fy(y) =P(Y <y) =P(t(X) <y) =P(X € {z: t(z) < y}). (1)

Hustotu fy veli¢iny Y dostaneme jako derivaci distribuéni funkce Fy, tj. fy (y) = Fy ().



Necht t je ryze rostouci (resp. klesajici) na Sx a 7 je funkce inverzni k ¢ na t(Sx). Potom
miuzeme pro y € t(Sx) upravit (5) na tvar

Fy(y) =P(X <7(y)) = Fx(7(y)), (2)
resp. Fy (y) = P(X > 7(y)) =1 — Fx(1(y)). (3)

Vsimnéte si, ze se sta¢i explicitné zabyvat pouze piipadem y € t(Sx), protoze v opacném je Fy (y)
bud’ nula nebo jednicka.

Pokud ma navic X spojité rozdéleni s hustotou fx a t ma vSude nenulovou derivaci, potom
derivovanim pravé strany rovnosti (6) (resp. (7)) dostdvame

T ' (y)], € t(Sx),
fr(y) = fx(r() 17 (W), y € t(Sx) ()
0, y & 1(Sx).
Nemonotonni transformace Necht existuji mnoziny G, C Sx, k = 1,2,..., takové, Ze Ui, Gi =

Sx, GiNG; =0 pro i # j, at je ryze monotonni na kazdém Gjy.

e Ozna¢me K mnozinu viech indexi k takovych, Ze t roste na G, a K~ mnozinu vSech indexii
k takovych, ze t klesa na Gy.

e Oznacme tj funkci t restriktovanou na Gy, t¥eba ty(x) = t(x)1g, (z). Pak pro y € tx(Gy)
existuje inverze funkce ke t, kterou si oznac¢ime 7.

e Oznatme Xy, = X 1, (X), Y = t5(Xy). Mdme X =372 Xy aY =5 72, V.
Za danych predpokladu plati

Fr(y)= Y P(Xp<m(y), X €G) + Y P(Xk = m(y), X € Gy).
kekt ke

Necht m4é navic X hustotu vzhledem k Lebesgueové miie a necht je kazdd 75, diferencovatelnd
(skoro vsude) v Gi. Pak Y m4 hustotu

fy(y) = ZfX(Tk(y)) 7)1ty () (W)-
k=1

Rozdéleni souctu diskrétnich nahodnych veliéin. Jestlize X, Y jsou ndhodné veli¢iny, které
nabyvaji pouze nezapornych celo¢iselnych hodnot, potom pro rozdéleni ndhodné veliciny Z =
X +Y plati

P(Z:n):zn:P(X:k,Y:n—k).
k=0

Jsou-li X,Y navic nezavislé, pak plati



