Analyticka Geometrie 111

2. série domécich tkolu (Projektivni prostory, kvadriky)
termin odevzdani do 21.5.2023 a soucasné nejpozdéji tyden pied pisemkou
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Pozn. Najdete-li chybu, nevéhejte mi napsat, muze to usettit tdpani Vasich kolegu.
Pozn. 2: Slouceni skenu do .pdf je soucasti bézné dostupného softwaru, obycejné postacuje kvalita 200-300dpi. Dalsi moznost je
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V MacOS je mozné jednoduse pouzit ke stejnému tcelu zabudovany program Preview.

Projektivni prostory
1. V RP? jsou dény body A = (1,0,0), B = (0,1,0),C = (0,0,1),D = (1,1, 1) (viz obrazek).

(a) Uréete soufadnice bodit X = ABNCD, Y = ACNBD, Z=ADNBC.
(b) Dokazte, ze pifmka XY protind ¢tyithelnik ABCD v harmonicky sdruzenych bodech vzhledem k paru X, Y.

2. V prostoru je ddna krychle ABCDEFGH a jeji stin A’B'C'D’'E'F'G'H' v roviné p pii sttedovém osvétleni z bodu S (viz
obrizek + soubor http://www.karlin.mff.cuni.cz/~zamboj/documents/geometrie/du_2_pr3.ggb)). Souradnice bodu
krychle v RP? jsou:

A=(6,0,0,1) C =(2,4,0,1) E =(6,0,4,1) G =(2,4,4,1)
B =(6,4,0,1) D = (2,0,0,1) F=(6,4,4,1) H=(2,0,4,1)

Soufadnice bodi stinu v RP? jsou:


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~zamboj/documents/geometrie/du_2_pr3.ggb

(-12,-12,1) (4,-4/3,1)

A= C= (=12,4,1)
B=(4,-12,1) D = (-4/3,-4/3,1)

E= G
F=(4,4,1) H = (-4/3,4,1)

Urcete matici kolinearniho zobrazeni mezi body krychle a body jejiho stinu.

3. Kolineace f v P? je ddna pary odpovidajicich si bodii:

A=(0,2,1) = A =(=1,2,1) C
B=(0,1,0) » B = (-2,3,1) D =(1,0,0) = D' = (3,2,0)

(a) Urcete matici kolineace f.
(b) Najdéte obraz bodu (1,1,1).
(c¢) Najdéte vzor bodu (—=5,1,1)

4. Dokazte: Nechf jsou ddny piimky p,p’ a bod O, ktery nelezi na z4dné z nich. Promitneme-li étyii rtizné body A, B,C, D
piimky p z bodu O na p¥imku p’ do bodu A’, B’,C’, D’, potom plati (AB;CD) = (A’B’;C'D’).

5. V RP? jsou dany body A = (0,0,1), B = (4,0,1),C = (2,2,1),D = (0,2, 1).

(a) Urcete souradnice pfimek z@, %, @, jﬁ, prusecik P piimek jﬁ a @ a prusecik @) piimek % a fﬁ
(b) Najdéte bod U na piimce @ tak, aby body D,C, P,U tvotili harmonickou ¢tvefici.
(¢) Urcete vsechny samodruzné body a matici kolineace, kterd zobrazuje body
(0,0,1) — (0,1,1)
(4,0,1) — (3,1,1)
(2,2,1) — (1,3,1)
(0,2,1) — (0,3,1)



(d) Najdéte obraz piimky jﬁ v dané kolineaci.
6. V RP? jsou dény body A = (0, -1,1), B = (2,0,1),C = (0,1,1),U = (1,0,0).
(a) Urcete soufadnice piimek fﬁ, %, @ a prusecik P piimek ?Uz a fﬁ
(b) Najdéte bod T na piimce BU tak, aby dvojpomér (BP;UT) = —1.
(c) Urcete vsechny samodruzné body a matici kolineace, kterd zobrazuje body
(07 _la 1) - (Oa _27 1)
(2,0,1) — (8,0,1)

(_37 Oa 1) - (_2a 07 1)
bod C' je samodruzny.

(d) Najdéte obraz nevlastn{ piimky v dané kolineaci.
7. V RP? jsou dany body A = (0,2,1),B = (0,-4,1),C = (2,-1,1),D = (2,2,1).
a) Urcete souradnice prusec¢iku P a @ ptimek jﬁl_(j”, BD a %, AD.
b) Spojnice % protne fﬁ v bodé X a bod Y je nevlastnim bodem piimky jﬁ Urcete dvojpomeér (AB; XY).
¢) Urcete vSechny samodruzné body a matici kolineace, kterd zobrazuje body
(0,2,1) = (-2,2,1)
(0,—4,1) — (—2,14,1)

(2,-1,1) —» (—6,8,1)
(27 23 1) - (763 27 1)

d) Najdéte obraz ptimky XY z b) v dané kolineaci.
8. V RP? jsou dny body A = (0,0,1), B = (1,0,1),C = (1,1,1), D = (0,1,1).
a) Urcete souradnice piimek f@, @, %, @ a urcete pruseciky E piimek jﬁ a @ a F' primek fﬁ, @ .
b) Na pifmce AL uréete bod P takovy, ze dvojpomér (AB; PE) = —3 a na pifmee OD bod Q, ze (CD,QE) = —1.
Ovéite, zda jsou P,Q,F kolinearni.
¢) Urcete vsechny samodruzné body a matici kolineace, kterd zobrazuje body
A(0,0,1) — A’(1,1,3)
B(1,0,1) — B’(0,0,1)
C(1,1,1) — C'(1,0,1)
0,1,1

D( ) je samodruzny

9. V RP? jsou dany body A = (—1,0,2),B = (0,—1,1),C = (1,0,2),D = (0,1,1).
a) Urcete pruseciky P = jﬁ N %, Q= aB NCD aR= % N 4D a ovérte, zda lezl v jedné primce.
b) Bodem P ved'te libovolnou pifmku p, ktera protne ¢tyithelnik ABC'D v bodech X,Y # A, B,C, D. Uréete soutadnice
bodu Z, pro ktery plati, ze dvojpomér (XY; ZP) = —1.
c¢) Urcete matici kolineace, kterd zobrazuje body

A(=1,0,2) — A'(0,3,2)

B(0,-1,1) — B'(0,—3,2)
C(1,0,2) — C'(-3,0,2)
D(0,1,1) = D'(3,0,2)

d) Ovérte, zda je nevlastni piimka v dané kolineaci samodruznd piimka.

10. V RP? jsou dany body A = (=3,1,1), B =(0,1,1),C = (0,3,1), D = (—1,3,1).



a) Urcete pruseciky Pz@ﬂ@,@z%ﬂm aR:jﬁﬂm.
b) Pruseciky piimky ﬁ s m a % ozna¢me X,Y. Urcete dvojpomér (PR; XY).
¢) Urcete vSechny samodruzné body a matici kolineace, kterd zobrazuje body

A
B
C
D

(-3,1,1) — A’(S, 1,1)
(0,1,1) > B'(6,-1,2)
(0,3,1) = C'(4, —1 ,2)
(-1,3,1) = D'(2,0,1)

d) V dané kolineaci najdéte obrazy stran trojihelniku PQR.
11. V RP? jsou dény body A = (—1,—1,1), B =(0,0,1),C = (1,—1,1), D = (0,1,1).

a) Urcete souradnice piimek f@, %, jﬁ, D a pruseciky P = AC N BD a Q= ABNCD.

2b

b) Necht U je nevlastni bod pifmky jﬁ Urcete bod R na /ﬁ, pro ktery plati (AD; RU) = 2. Ovéite zda jsou body

P, Q, R kolinearni.

¢) Urcete vSechny samodruzné body a matici kolineace, kterd zobrazuje body

A—C
B—D
C—>B
D— A

d) V dané kolineaci najdéte obraz nevlastni piimky.

12. V RP? jsou dany body A = (2,0,1),B = (—1,0,1),C = (-5,2,1),D = (-2, -2, 1).

a) Urcete soufadnice piimek f@, Zg, ﬁ?, C(@, prusecik P piimek 28 a ﬁ) a prusecik () primek f@ a C<'—[>)

b) Najdéte bod U na piimce jﬁ tak, aby byl U harmonicky sdruzen s B vzhledem k paru A, Q.

¢) Urcete vsechny samodruzné body a matici kolineace, kterd zobrazuje body

(-1,0,1) —» (2,3,1)
(=5,2,1) —» (0,7,1)
(—2,-2,1) — (4,4,1)

a bod A(2,0,1) je samodruzny.

d) Existuje-li, uréete samodruzny bod piimky BD v dané kolineaci.

Kvadriky

(*) U piikladu na klasifikaci kuzelosecky urcete

e projektivni vlastnosti - singuldrni/ reguldrni + singuldrn{ body, redlnd/ formélné redlns
¢ afinn{ vlastnosti - typ KS, stfedovd/ nestiedovd + stied, asymptotické sméry + asymptoty
e metrické vlastnosti - hlavni a vedlejsi sméry, osy, vrcholy, ohniska, fidici pfimku paraboly
13. Reste nasledujici dlohu v homogennich soufadnicich v RP?.
Jsou ddny mnoziny bodi A : A[—a,a?] a B: B[b,b*] v R pro 1 < a,b € Z.
a) Najdéte mnozinu P prisecikii P spojnic AB s osou y.

b) Zamyslete (!) se nad y-ovymi souradnicemi bodu P a napiSte jakou ¢iselnou mnozinu popisuji.

14. V R? je ddna kuzelosecka c : 722 — 24zy — 38z + 24y + 175 = 0 a bod P = [1,0]

2b
2b
5b

1b



(a) Pteved'te rovnici ¢ do homogennich souradnic.
(b) Klasifikujte kuzelosecku c, t.j. urcete:
e projektivni vlastnosti - singuldrni/ reguldrni + singuldrni body, redlnd/ formélné redlna
e afinnf vlastnosti - typ kuzelosecky, stfedovd/ nesttedovéd + stied, asymptotické sméry + asymptoty

e metrické vlastnosti - hlavni sméry, osy, vrcholy, ohniska, fidici pfimku paraboly (v zdvislosti na typu KS)
(¢) Napiste rovnice poldry p bodu P a tecen t1,ts z bodu P ke kuzelosecce c.

(d) Najdéte sdruzené pruméry kuzelosecky, je-li jeden z nich rovnobézny s piimkou m : y = 0.
15. V R? je ddna kuzelosecka c : 922 + 24xy + 16y? — 40x + 30y = 0 a bod P = [4, —3]

(a) Pieved'te rovnici ¢ do homogennich soutradnic.

(b) Klasifikujte kuzelosecku ¢, t.j. urcete:
e projektivn{ vlastnosti - singuldrni/ reguldrni + singuldrni body, redlnd/ formélné redlnd
e afinn{ vlastnosti - typ kuzelosecky, stfedovd/ nestfedovd + stfed, asymptotické sméry + asymptoty
e metrické vlastnosti - hlavni sméry, osy, vrcholy

(c¢) Jeden pruvodic kuzelosecky ma rovnici p; : —8z1 +6x2+5z¢ = 0. Urcete druhy pravodi¢, ohniska, resp. Fidici piimku

paraboly (v zdvislosti na typu KS).

(d) Napiste rovnice polary p bodu P a te¢en t1,ty z bodu P ke kuzelosecce c.
16. V R? je ddna kuzelosecka c : 32% — 22y + 3y* — 20 — 2y — 17 =0, bod P = [1,2] a pifmka ¢ : x — 5 = 0.

(a) Pteved'te rovnici ¢ do homogennich soufadnic.
(b) Klasifikujte kuzelosecku ¢, t.j. urcete:
e projektivni vlastnosti - singuldrni/ reguldrni + singuldrni body, redlnd/ formélné redlna
e afinnf vlastnosti - typ kuzelosecky, stfedovd/ nesttedovéd + stied, asymptotické sméry + asymptoty

e metrické vlastnosti - hlavni sméry, osy, vrcholy, ohniska, fidici pfimku paraboly (v zdvislosti na typu KS)
(¢) Napiste rovnice poldry p bodu P a pdlu @ piimky g vzhledem ke kuzelosecce c.

(d) Napiste v homogennich soufadnicich rovnici kuzelosecky, kterou tvoii osy kuzelosecky c.
17. V R? je ddna kuzelosecka: ¢ : 422 + 3y*> — 16 = 0 a bod P = [4,0].

a

b

Pieved'te rovnici ¢ do homogennich soufadnic.
Klasifikujte typ kuzelosecky (*).
¢

d

Napiste rovnice polary p bodu P a teCen tq,t2 z bodu P ke kuzelosecce c.

NN PN

Zvolte libovolnou se¢nu s kuzelosecky ¢ a oznaéte X, Y = cNs a @ = pNs. Zjistéte hodnotu dvojpoméru (X,Y; P, Q).
18. V R? je ddna kuzelosetka: ¢ : 222 — 4wy + 2% + 22+ 2y + 10 = 0 a smér & = (-1,1).

a) Pfeved'te rovnici ¢ do homogennich soutadnic.

b) Klasifikujte typ kuzelosecky (*).

¢) Napiste rovnice tecen t1,ts ve sméru 5 ke kuzeloseéce c.
19. V R? je ddna kuzelosecka ¢ : zy + 2 + 3y = 0 a bod P = [-3, —2]

a) Pieved'te rovnici ¢ do homogennich soufadnic.

b) Klasifikujte typ kuzelosecky (*).

¢) Napiste rovnice polary p bodu P a tecen t1,ts z bodu P ke kuzelosecce c.



d) Pro libovolny bod X = [xg, 0] kuzelosecky vyjadiete (v R?) obsah obdélniku se stranami UX,V X, kde U,V jsou
paty kolmic vedenych z bodu X na asymptoty.

20. V RP? je déna kuzelosecka c : 22 — 6y + 9y + 58z + 26y + 41 = 0 a bod P = [0, 0]

a) Preved'te rovnici ¢ do homogennich soufadnic.
b) Klasifikujte kuzelosecku c, t.j. urcete:
— projektivni vlastnosti - singuldrni/ reguldrni 4+ singuldrn{ body, redlnd/ formélné redlnd
— afinn{ vlastnosti - typ kuzelosecky, stiedova/ nestiedovd + stied, asymptotické sméry + asymptoty

— metrické vlastnosti - hlavn{ sméry, osy, vrcholy, ohniska, f{dici pfimku paraboly (v zdvislosti na typu KS)
¢) Urcete vSechny tecny kuzeosecky rovnobézné s osou y.
d) Urcete tétivu kuzelosecky vedenou jednim ohniskem rovnobézné s osou y. Ukazte, ze spojnice dotykovych bodu tecen
v ¢) s kuzeloseckou a stiedu tétivy jsou rovnobézné s néjakou osou kuzelosecky.

21. V R? je déna kuzelosecka c : 202 — 8zy + 8y? + 122 — 24y + 18 = 0 a bod P = [1,1].

a) Pfeved'te rovnici ¢ do homogennich souradnic.
b) Klasifikujte kuzelosecku ¢, t.j. urcete:

— projektivni vlastnosti - singuldrni/ reguldrni + singuldrni body, redlnd/ formalné redlnd
— afinni vlastnosti - typ kuzelosecky, stfedova/ nestfedova + stfed, asymptotické sméry + asymptoty

— metrické vlastnosti - hlavni sméry, osy, vrcholy, ohniska, fidic{ pfimku paraboly (v zdvislosti na typu KS)
¢) Napiste rovnice poldry p bodu P ke kuzelosecce c.
d) V homogennich souradnicich napiste vyjaddreni vSech reguldrnich kuzelosecek, které maji asymptotické sméry stejné
jako jsou hlavni sméry c. Urcete jejich afinni typ.

22. V R? je déna kuzelosecka c : 442? — 64xy — 4y? + 1122 — 136y — 31 = 0 a body P = [0, 3], Q[—4, —5]

a) Pfeved'te rovnici ¢ do homogennich soutadnic.
b) Klasifikujte kuzelosecku ¢, t.j. urcete:
— projektivni vlastnosti - singuldrni/ reguldrni + singuldrni body, redlnd/ formalné redlnd
— afinnf vlastnosti - typ kuzelosecky, stfedova/ nestfedova + stfed, asymptotické sméry + asymptoty

— metrické vlastnosti - hlavni sméry, osy, vrcholy, ohniska, ¥idic{ pfimku paraboly (v zdvislosti na typu KS)
¢) Urcete prusecik polar boda P a @ vzhledem ke kuzelosecce c.
d) Body P a @ vedte secny p a g kuZelosetky rovnobézné s osou z. Oznatme P’ a Q' pruseciky p,q s ¢ s mensimi
vzdalenostmi od bodu P, @ v daném poradi. Urcete jaky ctyfihelnik tvori body P, P, Q’, Q.
23. V R? je ddna kuzelosecka c : 222 — 8zy + Sy? — 64x — 32y — 128 = 0.

a) Preved'te rovnici ¢ do homogennich soufadnic.
b) Klasifikujte kuzelosecku c, t.j. urcete:
— projektivni vlastnosti - singuldrni/ reguldrni 4+ singuldrn{ body, redlnd/ formélné redlnd
— afinn{ vlastnosti - typ kuzelosecky, stifedova/ nestiedovd + stied, asymptotické sméry + asymptoty

— metrické vlastnosti - hlavni sméry, osy, vrcholy, ohniska, f{dici pfimku paraboly (v zdvislosti na typu KS)

¢) Urcete soufadnice pruseciku tecen a dotykovych bodu tecen ke kuzelosecce ¢, které jsou rovnobézné s osou x a osou

1. a 3. kvadrantu (v kartézské soustavé souradnic).

d) Uved'te rovnici kruznice, na které lezi prisecik a dotykové body z c).

24. V R? je ddna kuzelosecka c : 2522 + 10xy + 49y% — 240y = 0.



a) Preved'te rovnici ¢ do homogennich soufadnic.
b) Klasifikujte kuzelosecku ¢, t.j. urcete:
— projektivni vlastnosti - singuldrni/ reguldrni 4+ singuldrni body, redlnd/ formélné redlnd
— afinn{ vlastnosti - typ kuzelosecky, stiedova/ nestiedovd + stied, asymptotické sméry + asymptoty

— metrické vlastnosti - hlavni sméry, osy, vrcholy, ohniska, fidici pfimku paraboly (v zavislosti na typu KS)
¢) Napiste rovnice tecen t1,ts rovnobéznych s osou x a urcete soufadnice jejich dotykovych bodu Ti, T5.

d) Napiste rovnice sdruzenych pruméru, z nichz jeden je rovnobézny s osou x.
25. V E? je ddna kuzelosecka c : 22 + 4zy + 4y? — 10z — 20y + 16 = 0.

a) Preved'te rovnici ¢ do homogennich soufadnic v RP? . 1b
b) Klasifikujte kuzelosecku ¢, t.j. urcete: 6b
— projektivni vlastnosti - singuldrni/ reguldrni + singuldrni body, redlnd/ formalné redlnd
— afinnf vlastnosti - typ kuzelosecky, stfedovd/ nestfedova + stfed, asymptotické sméry + asymptoty
— metrické vlastnosti - hlavni sméry, osy, vrcholy, ohniska, ¥idic{ pfimku paraboly (v zdvislosti na typu KS)

¢) Urcete vrcholy X7, Xs (na z) a Y1,Ys (na y) étyfthelniku urc¢eného prusecéiky kuzelosecky c¢ s osami z,y a napiSte

rovnici polary prusec¢iku P uhlopticek tohoto ¢tyiuhelniku vzhledem k c. 1,5b

d) Urcete pomér obsahu trojihlenika X; XoP a Y1Y5P. 1,5b
V RP? je déna kuzelosecka ¢ : 422 + 4y? — 4z + 12y +9 =0 a bod P = [0, —3]

a) Preved'te rovnici ¢ do homogennich soufadnic. 1b
b) Klasifikujte kuzelosecku ¢, t.j. urcete: 6b
— projektivni vlastnosti - singuldrni/ reguldrni 4+ singuldrn{ body, redlnd/ formélné redlnd
— afinn{ vlastnosti - typ kuzelosecky, stiedova/ nestiedovd + stied, asymptotické sméry + asymptoty

— metrické vlastnosti - hlavni sméry, osy, vrcholy, ohniska, fidic{ pfimku paraboly (v zavislosti na typu KS)
¢) Urcete vsechny tecny kuzelosecky prochézejici bodem P. 2b

d) Urcete obsah ¢tyftuhelniku, ktery tvoii dotykové body T4, T% tecen k ¢ z bodu P, bod P a stied kuzelosecky c. 1b



