Geometrie
7S 2020/21

2. série domacich ukolu (Projektivni prostory, kvadriky)
termin odevzdani do 17.1.2021

Vyfeste 8 tloh, za podminky, ze z kazdé skupiny vyfesite alespon 2 tilohy. Reseni odevzdavejte do moodle jako jeden soubor
ve formatu .pdf; bud'to ¢itelné napsané + kvalitné naskenované, nebo vypracovdno v néjakém textovém (napi. BTEX, nebo MS
Word) a grafickém editoru (napt. GeoGebra).

Pozn. Najdete-li chybu, nevdhejte mi napsat, muze to usettit tdpani Vasich kolegu.

Pozn. 2: Slouceni skent do .pdf je soucasti bézné dostupného softwaru, obycejné postacuje kvalita 200-300dpi. Dal$i moznost
je pouzit fakultni pocitace v R319, na kterych je nainstalovana verze Adobe Acrobat Pro, ve které je mozné vytvorit slouc¢ené
.pdf z raznych vstupnich souboru (obrazky, dokumenty). V MacOS je mozné jednoduse pouzit ke stejnému ucelu zabudovany

program Preview.

Projektivni prostory
1. V RP? jsou dény body A = (1,0,0), B = (0,1,0),C = (0,0,1),D = (1,1,1) (viz obrazek).
(a) Urcete souiadnice bodi X = ABNCD, Y = ACNBD, Z=ADNBC.
(b) Dokazte, ze pifmka XY protind ¢tyithelnik ABCD v harmonicky sdruzenych bodech vzhledem k paru X, Y.

2. V prostoru je déna krychle ABCDEFGH a jeji stin A’B'C'D'E'F'G’'H' v roviné p pfi stiedovém osvétlen{ z bodu S (viz
obréazek + soubor http://www.karlin.mff.cuni.cz/~zamboj/documents/geometrie/du_2_pr3.ggb). Souradnice bodu
krychle v RP? jsou:

A=(6,0,0,1) C =(2,4,0,1) E =(6,0,4,1) G =(2,4,4,1)
B =(6,4,0,1) D = (2,0,0,1) F = (6,4,4,1) H=(2,0,4,1)

Soufadnice bodi stinu v RP? jsou:


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~zamboj/documents/geometrie/du_2_pr3.ggb

A=(-12,-12,1) C = (4,-4/3,1) E=(-12,4,1)
B=(4,-12,1) D= (~4/3,-4/3,1) F=

Urcete matici kolinearniho zobrazeni mezi body krychle a body jejiho stinu.

3. V RP? jsou dany body A = (0,0,1), B = (2,0,1),C = (1,3,1),D = (—1,-2,1).
a) Urcete viechny samodruzné body a matici kolineace, kterd zobrazuje body

A(0,0,1) — A'(6,1,3)

B(2,0,1) = B'(2,1,3)

C(1,3,1) — C"(6,11,6)

D(~1,-2,1) — D'(1,~1,0)
b) V dané kolineaci najdéte obraz nevlastni pfimky.
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¢) Urcete pruseciky P = CC' N AB a Q=ABn AL a ovérte, zda bod D lez{ na pifmce %
d) Na piimce AB najdéte bod W takovy, ze (B, A; W, P) = —3.

4. Kolineace f v P? je déna péry odpovidajicich si bodi:

A=(0,2,1) = A =(-1,2,1) C
B=(0,1,0) » B = (-2,3,1) D = (1,0,0) — D' = (3,2,0)

(a) Urcete matici kolineace f.

(b) Najdéte obraz bodu (1,1,1).

G
(4,4,1) H=




(¢) Najdéte vzor bodu (—5,1,1)

5. Dokazte: Necht jsou ddny pifmky p,p’ a bod O, ktery nelezi na zddné z nich. Promitneme-li &étyfi rizné body A, B, C, D
piimky p z bodu O na p¥imku p’ do boda A’, B’,C’, D’, potom plati (AB;CD) = (A'B’;C'D’).

6. V RP? jsou dény body A = (0,0,1), B = (4,0,1),C = (2,2,1),D = (0,2,1).
(a) Urcete soufadnice pfimek fﬁ, %, (ﬁ, jﬁ, prusecik P piimek jﬁ a @ a prusecik @) piimek % a 1@
(b) Najdéte bod U na pifmce Cﬁ tak, aby body D, C, P,U tvorili harmonickou ¢tverici.

(c) Urcete vsechny samodruzné body a matici kolineace, kterd zobrazuje body

(0,0,1) — (0,1,1)
(4,0,1) — (3,1,1)
(2,2,1) — (1,3,1)
(0,2,1) — (0,3,1)

(d) Najdéte obraz pifmky AD v dané kolineaci.

7. V RP? jsou dény body A = (0,—1,1), B = (2,0,1),C = (0,1,1),U = (1,0,0).
(a) Urcete soufadnice pifmek j@, F(j”, f@ a prusecik P piimek FU} a %
(b) Najdéte bod T na pifmce BU tak, aby dvojpomér (BP;UT) = —1.
(¢) Urcete vsechny samodruzné body a matici kolineace, kterd zobrazuje body

(0,-1,1) = (0,-2,1)
(2,0,1) — (8,0,1)
(—3,0,1) = (—2,0,1)
bod C je samodruzny.

(d) Najdéte obraz nevlastni piimky v dané kolineaci.

Kvadriky
(*) U piikladu na klasifikaci kuzelosecky urcete

e projektivn{ vlastnosti - singuldrni/ reguldrni 4+ singuldrni body, redlnd/ formdlné redlna
e afinni vlastnosti - typ KS, stfedovd/ nestiedova + stied, asymptotické sméry + asymptoty

e metrické vlastnosti - hlavni a vedlejsi sméry, osy, vrcholy, ohniska, fidici pfimku paraboly
8. Reste tilohu 17 z 1. sady (o mnoziné P) v homogennich soufadnicich v RP?.
9. V R? je ddna kvadrika: Q: 2?2 +y?>+z2z—1=0arovinap:z—y—2z+1=0.
(a) Pfeved'te rovnice Q a p do homogennich soufadnic.

(b) Klasifikujte kvadriku (afinné).
(c) Uréete mnozinu bodi, kterd je kolmym primétem fezu kvadriky Q rovinou p do roviny z = 0 v R3.
10. V R? je ddna kvadrika: Q : 2% + %> + 22 — 22— 7=0a bod P =[0,0,—7].
(a Pieved'te rovnice Q@ do homogennich soufadnic.
(
(¢) Urcete polarni nadrovinu bodu P vzhledem ke Q a jejf prunik ¢ s kvadrikou Q.

)
b) Klasifikujte kvadriku (afinng).
)
(d) Na ose z najdéte bod harmonicky sdruzeny k bodu P vzhledem k paru pruseciki osy z s kvadrikou Q.



(e) Napiste rovnici dotykové kuzelové plochy ke kvadrice Q s vrcholem v bodé P.
11. V R? je ddna kuzelosecka c : 722 — 24zy — 381 + 24y + 175 = 0 a bod P = [1,0]

(a) Pieved'te rovnici ¢ do homogennich soutadnic.
(b) Klasifikujte kuzelosecku ¢, t.j. urcete:
e projektivni vlastnosti - singuldrni/ reguldrni + singuldrni body, redlnd/ formélné redlna
e afinnf vlastnosti - typ kuzelosecky, stfedovd/ nesttedovéd + stfed, asymptotické sméry + asymptoty

e metrické vlastnosti - hlavni sméry, osy, vrcholy, ohniska, ridici pfimku paraboly (v zdvislosti na typu KS)
(¢) Napiste rovnice poldry p bodu P a tecen t1,ts z bodu P ke kuzelosecce c.

(d) Najdéte sdruzené pruméry kuzelosecky, je-li jeden z nich rovnobézny s piimkou m : y = 0.
12. V R? je ddna kuzelosecka c : 922 + 24xy + 16y* — 40x + 30y = 0 a bod P = [4, —3]

(a) Pieved'te rovnici ¢ do homogennich soutradnic.

(b) Klasifikujte kuzelosecku ¢, t.j. urcete:
e projektivni vlastnosti - singuldrni/ reguldrni + singuldrni body, redlnd/ formélné redlnd
e afinn{ vlastnosti - typ kuzelosecky, stfedovd/ nestfedovd + stfed, asymptotické sméry + asymptoty
e metrické vlastnosti - hlavni sméry, osy, vrcholy

(c¢) Jeden pruvodic kuzelosecky ma rovnici p; : —8z1 +6x2+5z¢ = 0. Urcete druhy pravodi¢, ohniska, resp. Fidici piimku

paraboly (v zdvislosti na typu KS).

(d) Napiste rovnice polary p bodu P a tecen t1,ts z bodu P ke kuzelosecce c.
13. V R? je ddna kuzelosecka c : 32% — 22y + 3y? — 20 — 2y — 17 =0, bod P = [1,2] a pifmka ¢ : x — 5 = 0.

(a) Pteved'te rovnici ¢ do homogennich soufadnic.
(b) Klasifikujte kuzelosecku ¢, t.j. urcete:
e projektivni vlastnosti - singuldrni/ reguldrni + singuldrni body, redlnd/ formélné redlna
e afinnf vlastnosti - typ kuzelosecky, stfedovd/ nesttedovéd + stied, asymptotické sméry 4+ asymptoty

e metrické vlastnosti - hlavni sméry, osy, vrcholy, ohniska, Fidici pfimku paraboly (v zdvislosti na typu KS)
(¢) Napiste rovnice poldry p bodu P a pdlu @ piimky g vzhledem ke kuzelosecce c.

(d) Napiste v homogennich soufadnicich rovnici kuzelosecky, kterou tvoif osy kuzelosecky c.
14. V R? je ddna kuzelosecka: ¢ : 422 + 3y*> — 16 = 0 a bod P = [4,0].

a) Pfeved'te rovnici ¢ do homogennich soufadnic.
b) Klasifikujte typ kuzelosecky (*).

¢) Napiste rovnice polary p bodu P a tecen t1,ts z bodu P ke kuzelosecce c.

)
)
)
d) Zvolte libovolnou seénu s kuzelosecky ¢ a oznacte X, Y = cNs a Q = pNs. Zjistéte hodnotu dvojpomeéru (X,Y; P, Q).
15. V R? je dédna kuzelosecka: ¢ : 222 — dzy + 2y? + 22 + 2y + 10 = 0 a smér ¥ = (—1,1).

a) Pfeved'te rovnici ¢ do homogennich soutadnic.
b) Klasifikujte typ kuzelosecky (*).
¢) Napiste rovnice tecen t1,ts ve sméru 5 ke kuzeloseéce c.

16. V R? je ddna kuzelosecka ¢ : zy + 2 + 3y = 0 a bod P = [-3, —2]

a) Pieved'te rovnici ¢ do homogennich soufadnic.



b) Klasifikujte typ kuzelosecky (*).
¢) Napiste rovnice poldry p bodu P a tecen t1,ts z bodu P ke kuzelosecce c.
d) Pro libovolny bod X = [xg, 0] kuzelosecky vyjadiete (v R?) obsah obdélniku se stranami UX,V X, kde U,V jsou
paty kolmic vedenych z bodu X na asymptoty.
17. V R? je ddna kuzelosetka ¢ : 4% — dazy +y? — 4z —8y —4 =0 a bod P = [-1,—3].

a) Preved'te rovnici ¢ do homogennich soufadnic.
b) Klasifikujte kuzelosecku ¢, t.j. urcete:
— projektivni vlastnosti - singuldrni/ reguldrni + singuldrni body, redlnd/ formalné redlnd
— afinni vlastnosti - typ kuzelosecky, stfedovd/ nestfedova + stied, asymptotické sméry + asymptoty

— metrické vlastnosti - hlavni sméry, osy, vrcholy, ohniska, ¥idic{ pfimku paraboly (v zdvislosti na typu KS)
¢) Napiste rovnice tecen vedenych z bodu P ke kuzeloseéce c.
d) Necht Ty, T3 jsou dotykové body teen vedenych z bodu P ke kuZelosetce a F' je ohnisko kuZelosecky c. Ovéite, ze
PF je vyska trojuhelniku PT7T5.
18. V R? je ddna kuzelosecka c : 222 + 2y — 122 — 8y + 12 = 0 a bod O = [0, 0].

a) Pfeved'te rovnici ¢ do homogennich soutadnic.
b) Klasifikujte kuzelosecku ¢, t.j. urcete:
— projektivni vlastnosti - singuldrni/ reguldrni 4+ singuldrn{ body, redlnd/ formélné redlnd
— afinn{ vlastnosti - typ kuzelosecky, stifedovd/ nestiedovd + stied, asymptotické sméry + asymptoty

— metrické vlastnosti - hlavn{ sméry, osy, vrcholy, ohniska, f{dici pfimku paraboly (v zdvislosti na typu KS)
¢) Napiste rovnice tecen vedenych z bodu O ke kuzelosecce c.
d) Bodem O ved'te libovolnou seénu kuzelosecky ¢, kterd ji protne v bodech A a B. Dokazte, Ze soucin vzdélenosti |OA|
a |OB| je konstantni a uréete jeho hodnotu.

19. V E? je déna kuzelosecka c : 5x2 — dxy + 8y? — 162 — 8y — 16 = 0 a body O = [0,0], P = [4,2].

a) Pfeved'te rovnici ¢ do homogennich soufadnic v RP?.
b) Klasifikujte kuzelosecku ¢, t.j. uréete:
— projektivni vlastnosti - singuldrni/ reguldrni + singuldrni body, redlnd/ formalné redlnd
— afinni vlastnosti - typ kuzelosecky, stfedova/ nestfedova + stfed, asymptotické sméry + asymptoty

— metrické vlastnosti - hlavni sméry, osy, vrcholy, ohniska, fidic{ pfimku paraboly (v zdvislosti na typu KS)
¢) Napiste rovnice poldr bodu O, P vzhledem ke kuzelosetce ¢ a urcete jejich prusecik.

d) Uréete priseciky kuzelosecky s osami x a y v E? a ovéite zda tvoif tecnovy ctyitihelnik.
20. V E? je ddna kuzelosecka c : —7z2 + 182y — Ty? + 30z — 34y — 23 = 0 a body P = [4,5].

a) Pfeved'te rovnici ¢ do homogennich soufadnic v RP?.
b) Klasifikujte kuzelosecku ¢, t.j. urcete:
— projektivni vlastnosti - singuldrni/ reguldrni 4+ singuldrni body, redlnd/ formélné redlnd
— afinn{ vlastnosti - typ kuzelosecky, stifedova/ nestiedovd + stied, asymptotické sméry + asymptoty

— metrické vlastnosti - hlavni sméry, osy, vrcholy, ohniska, fidici pfimku paraboly (v zavislosti na typu KS)
¢) Napiste rovnice polary p a tecen t1,t2 z bodu P ke kuzelosecce ¢

d) Napiste rovnici zdruzeného pruméru k pruméru, ktery prochéz{ bodem (0,1,0).



