Véta 4.4.7. Dvéma bodim Y, Z nelezicim ve vrcholu Py kvadriky @ je pfifazena
stejnd polarni nadrovina pravé tehdy, je-li piimka YZ rGznobézna s vrcholem P;.

Je ziejmé, Ze polarni nadrovina kazdého bodu obsahuje vrchol kvadriky Q.
Odtud vyplyva, ze je-li kvadrika @ singularni, polarita nezobrazi mnoZinu
AU\ P/ na mnozinu M. Nechf tedy nyni je kvadrika @ regularni. Zvolme
bazi # prostoru WS, ;. Je-li v této bazi Y = (yo, ..., y,), polarni nadrovina bodu Y
ma rovnici

Y fiyx;=0

i,j=0

nebo, coZ je totéz,

.M=
™=

(

0 i

fijyi) X; = 0.

J 0

Bud nyni ¢ € M libovoln4i nadrovina. Necht

aix; =0

e

0

J
je jejt rovnice. K tomu, aby ¢ byla polarni nadrovina bodu Y, ziejmé stali, aby
platilo

(10) Zfijyizaja j=0,..,n
i=0
ZapiSeme-li rovnosti (10) v maticovém tvaru, dostaneme

(11) Vo, > ¥ F = (aq, ..., a,),
kde F je matice bilinearni formy f. Méame-li nadrovinu g, uréime snadno bod Y
7 rovnice (11)

(12) o -ee»r ¥a) = (@g, . a) 1.
Tudiz plati nasledujici véta.

Véta 4.4.8. Je-li @ regularni kvadrika, je polarita vzhledem ke kvadrice @

vzajemné jednozna&né zobrazeni prostoru AL na mnoZinu M viech nadrovin
tohoto prostoru.

Dtikaz. Ze polarita je zobrazeni prosté, plyne z véty 4.4.7, Ze je to zobrazeni
na M, vyplyva z rovnosti (12).

To, ¢ v pfipadé regularni kvadriky @ je polarita zobrazeni na M, jsme
mohli snadno dokazat téz pfimo bez pouZiti soustavy soufadnic. Pravé tak
obracend vétu 4.4.7 1ze dokazat ze vztahu (11).
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Cviceni
1. V prostoru AY je dana kvadrika rovnici
a) XoX; + XoX3 + X1X; — 2X,X3 + X,X3 — 2x3 = 0,
b) x§ + x7 — 2x,x, + dxox; = 0,
C) XoX; + XoX3 + X;X; — 2X1X3 + X,x3 — 2x3 = 0.
Urcete jeji vrchol P,
2. Overte, Ze bod 4 = (4,4, —4, —1) lezi na kvadrice @: xJ — 2xox; + 4xox; +
+ 2x3 = 0 v prostoru AS a ur€ete rovnici te¢né nadroviny kvadriky @ v bodé A.
3. V roviné AY napiste rovnice teden t, t, vedenych z bodu 4 = (0, 1, —1) ke
kuzeloseGce 2x§ — 2x;x, — x§ — 4x,X + 3x3 = 0. Na te¢nach 1,1, urete
body dotyku T, T;.
4. Vprostoru A§ je dana kvadrika @ rovnici —x2 + 4xox, — 2x,x;3 + 2x2 + x2 = 0.
Urcete rovnice te¢nych rovin t,, 7, kvadriky @ prochazejicich pfimkou PQ,
kde P = (=3,1, =2, —4), Q = (22,0, 7, 34). V tenych rovinach t,, 7, naleznéte
body dotyku T,, T,.

4.5 Afinni vlastnosti kvadrik

V tomto odstavci si budeme v8imat souvislosti mezi teorii kuZelosedek a kvadratic-
kych ploch vyloZenou v kapitole 3 v [G] a teorii kvadrik, kterou se zabyvame nyni.

Méjme tedy v realné afinni rovin& A, zvolenu linearni soustavu soufadnic &
danou repérem (P;u;, u,). Necht v této linearni soustavé soufadnic je kuzelo-
seCka k dana rovnici

(1) ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f = 0,

4. bod X =[x, y] lezi na kuZelosetce k pravé tehdy, je-li splnéna rovnice (1).
Utvofime komplexni rozsifeni AS roviny A, a projektivni rozsiteni AS afinni
roviny A§. V aritmetické bazi # = (1, P), u,, u,> ma kazdy bod X € AS homo-
genni soufadnice Xy, Xy, X,, pfiemZz x, # 0. Potom jeho linearni soufadnice
jsou x = X /xq, y = X2/%. TudiZ X € k pravé tehdy, kdyz

a(x, [xo)* + 2b(x,[xq) (X2/X0) + c(x2/X0)? +
+ 2d(x,[xq) + 2e(x;/xg) + f = 0.

Po vynasobeni vysledné rovnice Cislem x3 dostaneme
(2) axi + 2bx;x; + ox3 + 2dx,x, + 2ex,x0 + fx2 = 0.

Ukazali jsme, jak z rovnice (1) mlZeme dostat rovnici (2). Snadno udé&lame
obraceny postup. Nejdfive si uvédomime, ze ma-li bod X € A§ soufadnice x, y
v linearni soustavé soufadnic ¥, ma homogenni soufadnice 1, x, y v aritmetické
bazi 4. Je-li tedy kuzelosetka k dana v roving AY rovnici (2), dostaneme rovnici (1)
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Klasifikace kvadrik v A

[p, q] [r. a,] Nazev (popis) kvadriky Rovnice v &, resp. %,
[4,0] [3,0] imaginarni elipsoid 2+ +2241=0
[3, 1] [3,0] elipsoid P4y +22-1=0
[3,1] [21] dvojdilny hyperboloid P4yt —224+1=0
[3, 1] [2,0] elipticky paraboloid X+ P +22=0

[2 2] [2,1] jednodilny hyperboloid x> +y*—22-1=0
[22] [1,1] hyperbolicky paraboloid 2x+y2—22=0
[3,0] [3,0] imaginarni kuZel 2+ +22=0

[3 0] [2, 0] imaginarni valec +y2+1=0

[2,1] [2, 1] kuzel xX2+yr—22=0

[2 1] [2,0] elipticky valec x2+)yP—1=0

[2, 1] [1,1] hyperbolicky valec x2—y2—-1=0

[2,1] [1,0] parabolicky valec 2x 4+ y2=0

[2,0] [2,0] imaginarni riznob&zné roviny x4+ y*=0

[2,0] {1,0] imaginarni rovnob&zné roviny xX4+1=0

(1L 1] [1,1] redlné riiznobézné roviny x2=-y2=0

[1,1] [1,0] realné rovnob&zné roviny xX*—-1=0

[1,1] [0,0] nevlastni rovina a vlastni rovina XoXy =0 {
[1,0] [1,0] jedna vlastni rovina x2=0 ol I
[1,0] [0, 0] nevlastni rovina x3=0 I T
Cviceni

Zadani viech cviCeni jsou v roving A§ v dané linearni soustavé soufadnic.
1. Ur&ete mnozinu M viech stfedld kuZelosetky
a) —x? 4+ 2xy + 3y  —2x +4y+ 1 =0,

b) x* + 6xy + 9y* —4x 4+ 1 =0,

¢) x? +4xy +4y? —4x -8y + 3 =0.
2. Napiste rovnice asymptot kuzeloseky

a) 3x2 —dxy +y2 —2x + 2 =0,

b) 2x* + xy — 3y2 +5y -2 = 0.

E i od

Urdete druh kuZeloseéek ze cvideni 1 a 2.
Urdete druh kuZelosetky

a) x2 +2xy + 2y* — 2y + 2 =0,

b) x* + xy + y> —x + 2y =0,

) 4x? — 12xy + 9y + 4x — 6y + 2 = 0,

d) 4x% + 4xy + 2y — 8x + 2y + 13 = 0.
5. Napiste rovnici kuZeloseky, je-li dano:

a) S = [1, 0] je stted, y = 1 je te¢na s bodem dotyku T = [0, 1], A = [0, —3]

je bod kuZeloseky.

b) x — y =0 je asymptota, osa x je priimér sdruZeny se smérem uréenym
vektorem u = (1,2) a body 4 = [1, —1], B = [—1, 2] jsou konjugované.
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4.6 Metrické vlastnosti kvadrik

V tomto odstavci budeme pracovat v euklidovském prostoru E,. Jeho zaméfeni
budeme oznafovat V, a skalarni sou€in dvou vektorti u, v e V, budeme znadit u . v.
ProtoZe euklidovsky prostor je vlastnd zvlastni ptipad afinniho prostoru (pfesn&ji
feCeno struktura euklidovského prostoru zahrnuje jako svou ¢&ast i strukturu
afinniho prostoru), miZeme utvotit prostor EC — komplexni rozsifeni euklidov-
ského prostoru, i prostor EC — projektivni rozsifeni prostoru ES. Skalarni sougin
je bilinearni forma na prostoru V,. Proto ho miZeme roziifit i na vektorovy
prostor VS. Pro dva vektory u,ve VS, u=u, +iu,, v=v, +iv, (uy, u,, v,,
v, € V,) pak bude platit (viz véta 4.1.2):

"0 u.v =, +iu)lv, +iv,)=u, .vi —u,.v, +i(u,.v, + u,.v,)

V prostoru EC budeme opét zkoumat kvadriky. Budeme pfedpokladat, ze @
je kvadrika v prostoru ES dana rovnici f,(x) = 0. Ponechame i dal§i ozna&eni,
ktera jsme zavedli v prostoru AY. Napf. nevlastni nadrovinu budeme zna&it v,
WE, | bude aritmeticky zaklad prostoru ES atd.

Nejdiive budeme definovat tzv. hlavni sméry kvadratické formy na prostoru V,,.
JestliZe budeme hledat hlavni sméry kvadratické formy f, a @ bude stfedova
kuZzelosetka v ES, ukaze se, e hlavni sméry budou sméry jejich os. U paraboly to
viak bude smér osy a smér vrcholové teény. Proto také volime novy termin —
hlavni sméry. Smér je pfitom tak jako dfive jednorozmérny podprostor prostoru
V¢ — nevlastni bod prostoru Et.

Definice 4.6.1. Smér U €ES generovany vektorem ue VS nazgvame hlavni
smér kvadratické formy f,, resp. hlavni smér kvadriky Q, je-li konjugovany
s kazdym smérem na né&j kolmym.

Ukazeme si vypocet hlavnich smért kvadratické formy. K tomu, aby U byl
hlavni smér, je nutné a stadi, aby byla spln&na pro kazdy vektor x € V¢ podminka
2 u.x=0= flu,x)=0
(to plyne pfimo z definice 4.6.1). Bereme-li ve vztahu (2) vektor u pevnég, jsou
vyrazy u.x a f(u, x) linearni formy proménného vektoru x. Z anulovani jedné
linearni formy vyplyva anulovani druhé. To plati pravé tehdy, je-li druhé linearni

forma nasobkem prvni linearni formy. Vektor u tudiz uréuje hlavni smér pravé
tehdy, existuje-li ¢islo c € R tak, Ze

(3) flu, x) = cu . x

pro kazdy vektor x € VS. Nyni zvolime ortonormalni bazi {v,, ...,v,> prostoru V,.
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Ptiklad 3. Na obr. 52 je dana hyperbola sdruZzenymi praméry p,, p, a te¢nou ¢
s bodem dotyku R. Urcete hlavni osu hyperboly, jeji priseCiky s hyperbolou
a asymptoty hyperboly.

R
S,
- / Pt
Py
Obr. 50
¢ B,

/

Obr. 52 Obr. 53,

ReSeni. Postup sledujeme na obr. 53. Pomoci Euklidovy véty najdeme body
Ay, A1 ep, a B,, B, €p, tak, aby platily vztahy (22), (23) (z divodu piehlednosti
obrazku neni tato konstrukce vyznadena). Sestrojime rovnob&znik KLMN (viz
abr. 49). Jeho Ghloptitky jsou asymptoty hyperboly. Osy o,, o, uhl, které
asymptoty sviraji, jsou osy hyperboly. Z polohy te¢ny ¢t a bodu dotyku R
e zt¢jmé, kterh z 0s 0, 0, protind hyperbolu — je to osa o, . Jeji prisediky A4, , 4;
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s hyperbolou uréime podle vzorce (22) z bodi R, a T, (konstrukce je na obr. 53

skute¢né provedena). Tim je pfiklad vyfeSen.
Cviceni

1. Pro danou kuzelosetku @ zjistéte, zda je regularni nebo singulérni. Je-li
kuzelosetka @ singularni, urdete ptimky, které ji tvoii. Jestlize kuZeloseCka @
je regularni, urdete jeji stted S (je-li @ stiedova kuZelosecka), resp. vrchol V
(je-li @ parabola), vektory u,, u, tvofici ortonormalni bazi a uréujici hlavni
sméry a napiSte rovnici kuzelosetky @ v kartézske soustave soufadnic &
urdené repérem {S; u,, u,», resp. <V; u,, u,). KuZelosecka @ je pfitom dana
nasledujici rovnici

a) 2x2 +4xy + 5y = 2x + 4y +3 =0,
b) 2x2 4+ 3xy = 2>+ x+ Ty —3 =0,
¢) =3x2 +6xy+ 52 —4x—-1=0,
d) 4x* +dxy + 2y* +4x — 2y + 5 =0,
e) x2 —4dxy + 4y* + 6x — 12y + 9 =0,
f) x2+2xy+y> —2x + 4y — 1 =0,
g) 5x% + 12xy + 10y? ~ 4y + 2 =0,
h) x24+2xy + y* +4x +4y +5=0.

2. Napiste rovnici kuZelosetky, je-li v dané kartézské soustave soufadnic dano:
a) x+y+2=0 je osa, u=(1,0) urCuje smér asymptoty, x = 1 je teCna
s bodem dotyku T = [1, 0].
b) x + 2y = 0 je osa, kuZeloseCka je parabola a soufadnicova osa x je teCna
s bodem dotyku T = [1,0].

4.7 Svazky kvadrik

V kapitole 1 v [G] jsme zkoumali svazky nadrovin. Pfitom jsme kazdou
nadrovinu méli uréenou linearni funkci (vlastné rovnici). Svazek nadrovin byla
mnozina viech nadrovin pfifazenych nenulovym linearnim funkcim z dvoj-
rozmérného vektorového podprostoru prostoru viech linearnich funkei. U kvadrik

v prostoru AT je situace obdobna: Vsechny kvadraticke formy na vektorovém

prostoru W, tvofi vektorovy prostor s obvyklymi operacemi (s¢itani kvadratic-
kych forem a nasobeni kvadratické formy &islem z C). KaZdé nenulové kvadratické
formé& je pfifazena kvadrika v prostoru AT. Pritom dvéma kvadratickym formam
jsou ptifazeny stejné kvadriky pravé tehdy, je-li jedna z t&chto forem nasobkem
druhé kvadratické formy. MiZeme tedy definovat svazky kvadrik temef stejné
jako jsme definovali svazky nadrovin. Pravé tak muzeme na svazky kvadrik
pfevést nékterd tvrzeni i sih“lkazy.

207

v



4.2 Kvadraticke formy

a) L, =52, 2\ b0, 12 0
—5p, 1, —1], 12, 0, —12
2, -1, -3 0, —12, 0
a) f(x,y) = —5x7 — 10x\x, + 5x)x5 — 5x5x5 + 2x7,

b) fx,y) = 2x2 + 3x,x, + X2

. a) Uy =uy, Uy, = —2u, + u;, u; = 19u; + 14u, + 8u; (u5 dan azZ na nenulovy

nasobek)
fr(x) = x2 — Tx? — 532x7,

b) U} = u, + u,, U, = u, + u;, Uy = u; + u; (U3 dan aZ na nulovy nasobek)
2 2
frlx) = x{ — x5

4.4 Polarni vlastnosti kvadratik

»

a) P = PQ, kdenapt. P = (1,0, —1,0),Q0 = (2, —1,0,1),b) P = @,¢c) P’ = {R},
kdeR =(1,0,0, —1)

Xo + 2x; +4x, —4x3 =0

LiXg— X, — % =0, 6% +x,+x,=0T,=012,1,1), , =(2, =3, 1)

e Ty =% + Xy + dx, + 5x3 = 0,1, —5xy + 5x; + 6x, + 2x3 =0,

ﬂ = (15 _4, 25 1)7 T2 = (3’ ~']-7 3, 1)

4.5 Afinni vlastnosti kvadrik

hn

)M ={S},S=[-5/4, —1/4];b) M = @;c) M je piimka x + 2y — 2 =0
) x—y—1=0,3x—-y+1=0,b)x—y+1=0,2x+3y—-2=0
. la) hyperbola, 1b) parabola, 1c) dvé rovnobézky, 2a) hyperbola, 2b) dvé riizno-

bézky

. a) imaginarni elipsa, b) elipsa, c¢) imaginarni rovnob&Zky, d) imaginarni rizno-

bézky
aAx?+2xy—y* —2x—-2y+3=0,b)2x>2 —2xy+5=0

4.6 Metrické vlastnosti kvadrik

a) @ je elipsa, S=[32, —1], u; = QL[5 —1//5, uy =(1//5 2//9),
Q: 2x* + 12y* =1

b) @ je singularni, tvofi ji pfimky x + 2y —1=0a2x -~y +3=0

¢) @ jehyperbola, S = [ —5/12, 1/4], u, = (1//10, 3/i/10), u, = (3/4/10, —1/,/10),
Q: 36x% — 24y? =1

d) @ jesingularni, tvofijipfimky2x + (1 + )y +1 —2i =0a2x + (1 — i)y +
+14+2i=0

298

€) et )e singularni, tvori J1 primka x — 2y + 3 = U

f) @ je parabola, V= [—7/12, 1/12], u; = (1//2, 1/y/2), u, = (1//2, =1/
Q:y = (/2/3)x?

g) @ je imaginarni elipsa, S = [—6/7, —5/7], u, = (3/\/13, —=2/J/13), u, =
= (2//13,3//13), @: x'? + 14y2 + 4/7 =0

h) @ je singularni, tvofi ji pfimky x +y+2—-i=0a x+y+2+i1i=0

ca)xy+3x—y—3=0,b) x*+4xy+4*-2x+y+1=0
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