— AB. To znadi, ¥e kazdy bod tezu je bodem elipsy e, jejiz ohniska jsou body
F', F” a hlavni osa je AB. Snadno se uvéid, 7e obracend kazdy bod elipsy ¢ je
také bodem Yezu. Tim je véta dokdzana.

Pti konstrukei fezu nikdy nesestrojujeme vepsané kulové §lochy, jichz jsme
wrili pti ditkazu véty. Najdeme pifmo osy AB, CD elipsy e, résp. jejich obrazy.
Hlavni osa leZi na prise¢nici s roviny fezu ¢ a roviny a, ktera prochézi osou
kuzelové plochy a je kolmé k rovin& fezu. Hlavni vrcholy A, B jsou priseéiky

Obr. 13.4. Konstrukee eliptického fezu rotaini kuZelové plochy.

piimky s s kuZelovou plochou. Misto ohnisek urd¢ime pifmo vedlejsi vrcholy
(055 7 8
Uloha 13.2. V Mongeové promitini zobrazte elipticky ¥ez rota¢niho
kuzele, jehox podstava lezi v prvé primétnd a. _ .
Reseni Naobr. 13.4a,b rovina o je volena tak, aby fez byl elipticky;
stopa »° vroholové roviny o || o totiz neprotina podstavnou kruznici k& plochy.
Rovina a, kterd je prolozena osou o plochy a je kolmé k roviné fezu
(o 1 p}), protind kuZelovou plochu piisluinou danému kuzeli v povrchovych|
piimkach a, b a rovinu fezu o v pifmee s. Prisettky A =a.s, B=b.s jsou
hlavni vrcholy Tezu. .
Pomocnd rovina p, kterd prochazi stredem O usecky 4B kolmo k ose o

s

B

&
oz

5

Misto otaCeni spadové pfimky je pouzita vrcholova rovina alfa 327"
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plochy, protina plast kuZele v kruZnici m a rovinu fezu v piimce p. Spoleéné
body C, D kruznice m a piimky p jsou vedlejii vrcholy fezu.
= Rovina ¢ neni prvou promitaci rovinou, a proto prvym primétem elipsy e
~ je elipsa e;. Osy AB, CD elipsy e promitajf se do sdruzenych préaméra 4,B,.
: Oy Dy, které jsou vzdjemnd kolmé (4B je prvé spadové pi{mka roviny a CD
- prvéd hlavni piimka), a tedy jsou osami elipsy e;. Druhy obraz elipsy ¢ na
- obr. 13.4a je tisetka 4,B, (rovina ¢ je druhou promitaci rovinou), na obr. 13.4b
elipsa ey, pro kterou 4,B,, C,D, jsou dvojici sdruzenych praméra.
- Elipsa e, na obr. 13.4b dotyks se druhého zdénlivého obrysu kuzelové plochy
bodech K,, L,. Jsou to druhé obrazy bodi K, L, ve kterych rovina Yezu pro-
iné druhy skutedny obrys plochy. Rovina w druhého obrysu protind rovinu
‘TFezu v druhé hlavni piimce 7. Jeji prisediky s obrysovymi p¥fmkami jsou
wn pravé body K, L.

Pravouhly pramét eliptického rezu rotaéni kufelové plochy do roviny kolmé
k ose plochy je elipsa, jejim# jednim ohniskem Jje primét vrcholu kuZelové plochy.

Diukaz (obr. 13.4a). Pravoihlym priamé&tem elipsy e o oséch AB, CD do
roviny kolmé k ose plochy miiZe byt bud elipsa, nebo kruznice, pro kterou pri-
méty A,B,, C;D, os AB, CD jsou vzajemné kolmé sdruzené praméry.

Vrcholy C, D lezi na povrchové kruZnici m kuzelové plochy. Jejim druhym
obrazem je tselka m, = P spoleéni piimce 0y & druhému obrazu kuZelové
plochy; prvym obrazem je kruznice m, = (V,, 5 PQ), kterd prochézi body O, D,
(V16, = Q).

Promitnéme body 4, B do roviny ¢ do bod& A’, B'. Trojthelniky A 4,A,P
& AB,B,Q jsou shodné, atedy PQ = A,B, — A,B,. Proto jeViC, = 0, 4.
znamend, Ze e, je elipsa s jednim ohniskem v bodg Vi

UZitim Yezu rotadni kuzelové plochy snadno dokézeme, Ze elipsa mé tuto
vyznamnou vlastnost:

KaZdy bod elipsy md od pevného bodu a pevné primky, kterd jim neprochdz,
stalyj pomér vzddlenosti menst ne¥ jedna.

Dikaz (obr. 13.3). Roviny proloZené body B, P kolmo k ose kuZelové
plochy protinaji povrchovou p¥imku @ v bodech, které oznaéime B, Q. Pre-
devsim je zfejmé, Ze QA’ udava skutednou velikost usetky PP’. Déle snadno
najdeme, Ze AB® = 2; je totiz AB® = A’A" —BOA’' — AA" — A'A" —
— BB' — AV’ = AB— BF' - AF" = F"F",

Sestrojme nyni priseénici f’ rovin A’ a 0. Pro pomér vzdalenosti vy, 0, bodu P
od bodu F” a p¥{mky f’ dostaneme postupné v, : v, = PF" : Pofe ="PP" . Pofs 8
=QA' :Pyfy=AB': AB=¢:a0=1¢ < 1. Tim je véta dokdzéna. K témuz
vysledku bychom dogli, kdybychom uzili druhého ohniska F”’ a piimky f" =
=1".o.

Cislo ¢ se nazyvé ciselnd vystrednost elipsy, piimka, S (") Fidiet primka
elipsy piislusné ohnisku #” (F"’).
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D4 se dokézat, Ze nalezens vlastnost je charakteristickou vlastnosti elipsy;
plati totiz véta:

Mnofina viech boda roviny, které maji od jejiho daného bodw a dané primiy
(kterd meprochdzi damym bodem) stalyj pomér vaddlenostt mendt meZ jedna, je
elipsa. ;

Parabolicky ¥ez rotadni kuzelové plochy (¢p= o).

Rotaéni kuelovd plocha je protatarovinou— kterdneni vrcholovd, a ktera s rovi-
now povrchové keruznice svird stejnyj whel jako povrchové piimky plochy —v parabole.

Jeji ohnisko je dotykovy bod kulové plo-

=R V.
chy, kterd je vepsdna kuZelové plode a dotykd — ——- |d2——3—— -
se roviny rezu. i k:
Dakaz (obr. 13.5). Druhou primétnu fo K\ Qz 22
27 zvolime jako v pifpadé eliptického rezu A p’% A
Wiy 2R 2152
rovnob&éZné s osou plochy a kolmou k ro- i
vin& fezu. Podle predpokladu o roviné fezu f2 5 Q,
(neni vrcholové a je ¢ = w) druhym obra- as BRI\ M b,

zem Yezu je polopifmka rovnobézna s jednou
obrysovou piimkou dané plochy (napt. b,).

Je to spoletnd poloptimka r, piimky o, a dru- Az fo\i S AP -
hého obrazu plochy; ry == b,. %2 e L ke
Existuje pravé jedna kulovd plocha »', % '
kterd je vepsina kuZelové ploSe a dotykd ky
se roviny fezu ¢. Dotykovou kruznici kulové : \ m
plochy a kuZelové plochy ozna¢me k', dotyko- Af ’; | S L
vy bod kulové plochy na roviné fezu oznaé- % lFV1 =lo « prte
me F. Rovina A’ kruznice k' protind rovinu ; /
fezu v primce, kterou oznadime f; f; = WIRN Fl) ; f
=0, . Ay. Ztejm& neni F’ ef’. RINC 1A
Dokézeme, %e Yezem je parabola, kterd

mé ohnisko F’ a ¥idici piimku f’. Povrcho-
vé primka p plochy vedend libovolnym bo- 00 13.9. Parabolicky fez rotatni
o balh) , kuzelové plochy.

dem P iezu dotykd se kulové plochy x’
v bodé P’ kruznice k'. Tetny PP’ a PF’ vedené z bodu P ke kulové
ploge ' jsou stejnd veliké; PP’ = PF’. Skutetnou velikost usecky PP’ najdeme,
ototime-li piimku p kolem osy napf. do piimky b. Jsou-li @, @’ otodené polohy
bodt P, P’, je PP = QQ = Q,@;. Z rovnob¥inika P,Q,Q; f» déle najdeme
Q.Q, = Fifh. Ale Fyf, rovné se skutedné velikosti vzdélenosti bodu F* od ptim-
ky f’. Vzhledem k pfedchozim rovnostem nasli jsme tedy, Ze P je bodem para-
boly s ¥dici ptimkou f’ a ohniskem F’. Obracené lze dokézat, ze kazdy "bod
této paraboly je bodem fezu.

Osa priisedné paraboly je ziejm& rovnobézné s pifmkou b, tj. s tou povrcho-
vou pifmkou plochy, s ni% je rovnobéZna rovina fezu. Vrchol 4 paraboly je
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prusetik povrchové ptimky @ s rovinou fezu. Vrchol 4 tedy sestrojime takte
Osou plochy proloZime rovinu a kolmou k rovin¢ fezu. Rovina a protind rovi
fezu v pi¥imce s a kuzelovou plochu ve dvou povrchovych piimkéach. S jedne
z nich je piimka s rovnobézné a druhou protinad ve vrcholu fezu. '8
Jak vime, rovnob&Znym priimétem paraboly je parabola (neni-li smér pre
mitani rovnobéZny s rovinou paraboly), a tedy pravotihlym primétem parabe-
lického Yezu r rota¢ni kuzelové plochy na rovinu kolmou k jeji ose je parabola
Ze soumérnosti fezu vzhledem k roviné a plyne, Ze osa a vrchol tohoto priaméts
je primét osy a vrcholu fezu. Ke konstrukei priométu », stadi tedy urdit jesss
jeden dalsi bod, napi. P; (obr. 13.5). MizZeme viak rovnéz uzit véty: ‘
Pravodhlyym primétem parabolického rezu rotaéni kuZelové plochy do rovies
kolmé k ose plochy je parabola, jejimz ohniskem je pravoihly primét vrchol
plochy. ’ i
Dtkaz (obr. 13.5). Rovina ¢ proloZend vrcholem ¥V plochy kolmo k jejt
ose protind rovinu fezu ¢ v ptimce, kterou oznadime d. V roving o sestrojime
patu R kolmice spusténé z
bodu P na piimku d; P, R, L
1 dy. Useky PV a PR jso
stejné veliké (nebot svir:
tyz thel ¢ s prvou primét-
nou 'w a body V, R leii ¥
o]l n), & tedy i jejich pra-
méty P,V,, PR, jsou stejné
veliké (P,V, = PV cos ¢p==
= PR cos w = P,R,). Bod
P, je proto bodem paraboly
ry, kterd mé ohnisko V; &
ifdici ptimku d;; obrécené
kazdy bod této paraboly je
ziejmé& mozno pokladat za
prvy obraz néjakého bodu f
paraboly 7. ]
Z piedchozi &asti plyne.
e pravotihly prémét para-:
bolického fezu rota¢ni ku-
zelové plochy do roviny
kolmé k ose plochy mizeme
vidy urdit ohniskem a vr-
Obr. 13.6. Hyperbolicky fez rotaéni kuzelové plochy. cholem. '

Hyperbolicky fezrotadéni kuzelové plochy (o <¢§§n).:_
Rotaént kuZelovd plocha je protatarovinow — kterd nent vrcholovd a kterd s ro-

330



vinou povrchové kruZnice plochy svird vet$t whel neZ povrchové primlky — v hyperbole.
Jeji ohmiska jsou dotykové body kulovijch ploch, které jsou vepsdny kuzelové
plode a dotyjkaji se roviny rezu. :

Dikaz (obr. 13.6). Druhou primétnu volime rovnobéznou s osou plochy
a kolmou k rovin® fezu. Z predpokladd o roviné Fezu (neni vrcholové a je
o < ¢ < ;) plyne, e druhym obrazem fezu jsou dvé polopiimky na ptimce o,
bez spoletného bodu (které jsou spoleéné pifmee o, a druhému obrazu plochy).

Podobné jako v ptipadé eliptického Fezu existuji pravé dvé kulové plochy »/,
"' vepsané kuzelové ploge a dotykajici se roviny fezu. Zvolime-li oznadeni
stejné jako v piipadsd eliptického Fezu, mame dokézat, Ze Fezem je hyperbola,
kters, ma ohniska F’, F'’ a hlavni osu AB.

Pro libovolny bod P Yezu najdeme postupné |PF’'—PF" | = |PP'—
—PP" | =P'P" = A'A" = B'B". Protoie je AA" = AF", AA’ = BF”,
dostaneme A’A"" = AA" — AA' = AF" — BF" = AB. Je tedy konetné
| PF' — PF"' | = AB; vzhledem k tomu, ze 4B < F'F", fezem je hyperbola.

Snadno se uvazi, ze AB° = 2e.
Déle je ziejmé, ze asymptoty Fezu
jsou rovnob&zné s povrchovymi
piimkami plochy, v nichZ vrcho-
lové rovina ¢’ || o protind plochu.

Pii konstrukei hyperbolického
fezu sestrojujeme vrcholy 4, B a
asymptoty fezu. Hlavni osa hy-
perboly je prisecnice s = o . a,
kde a je rovina, kterd prochazi
osou plochy kolmo k roviné fezu;
vrcholy 4, Bjsou prusetiky piim-
ky ¢ s plochou.

Uloha 13.3. V Mongeové %2
promitani zobrazte hyperbolicky
tez rotaéniho kuzele, jehoz pod-
stava lezi v prvé primétné z.

Reseni (obr. 13.7). Vrcho-
lové rovina ¢’ rovnobéing s da- P
nou rovinou fezu o protind ku-
zelovou plochu ve dvou povrcho-
vych piimkéch ¢, ¢’, které jsou
rovnobézné s asymptotami pri-

Obr. 13.7. Konstrukce hyperbolického
fezu rotacni kuZelové plochy.
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se¢né hyperboly /. Rovina a | ¢, prochézejici osou plochy, proting plochu
v piimkdch @, b; prisediky 4 =s.a, B =s.b jsou vrcholy fezu. Stted O
usecky AB je stfed hyperboly A.
Rovina ¢ nenf prvou ani druhou promitaci rovinou, a proto oba praméty
fezu jsou hyperboly, jejichz asymptoty jsou praméty asymptot fezu.
Vzhledem k tomu, Ze Yez je soumérny podle roviny a 1 s, jsou body 4,, By
vrcholy prvého primétu 7,; asymptoty prochézeji stfedem 0, tsetky A4,B;
a jsou rovnobézné s pifmkami ¢,, ¢,. !
Pro druhy obraz h, znidme st¥ed 0,, asymptoty (které prochézeji bodem O,
rovnobézné s ptimkami g,, ¢,) a nap¥. bod 4,. Mizeme tedy znamym zpisobem |
~ sestrojit osy a vrcholy hyperboly 7,. Stejng jako pfi eliptickém fezu najdeme
jesté body K,, L,, v nichz se h, dotykd druhého obrysu plochy. ,
Misto kuZelové plochy je ovsem dan kuZel. Dani rovina proting jeho plast
jen v usedi jedné vétve hyperboly A. ‘
KaZdy vlastni bod hyperboly md od pevného bodu a pevné piimky, kierd jim
neprochdzi, staly pomér veddlenosti vétst nef jedna. :
Dikaz (obr.13.6). Necht f' = 4. 0. Pro pomér vzdalenost{ v;, v, bodu P

od bodu I a pifmky f’ snadno najdeme v, : v, = ABY: AB—=¢:q=—=¢ > 1.
Totéz plati pro bod F” a piimku f” = 2" .. Cislo ¢ je &iselnd vystrednost
hyperboly, piimka f'(f") je #idict piimka hyperboly p¥islusna ohnisku F’ (F”). i
Tato vlastnost je pro hyperbolu charakteristické; je totiz mozno dok4zat:
MnoZina vech bodd roviny, které mags od jejiho daného bodu a dané piimhky
(kterd meprochdzi danym bodem) staly pomér vzddlenosts vét$h nes Jedna, je
hyperbola. 1

Uzitim této véty dokdzeme:
Pravoiuhlym priométem hyperbolického rfezu rotatni kufelové plochy rovinow |
(kterd meni rovnobéind s osow plochy) do roviny kolmé k ose plochy je hyperbola,
Jejime ohniskem je pravoihly primét vreholu plochy. b
Dikaz (obr. 13.6). Necht g je priisetnice vrcholové roviny ¢ kolmé k ose
plochy s rovinou Yezu. Oznaéme v vzddlenost vrcholu ¥ od roviny povrchové
kruznice [, kterd prochdzi bodem P. ;
Potom vzdalenost bodu P; od bodu ¥, je v, = v cotg  a vzdilenost bodu P, 1
od pHmky g, je v, = v cotg ¢. Tedy v, : v, = cotg ¢ : cotg @ > 1. Prvym pri-
métem je tedy hyperbola s jednim ohniskem ve V,, jak jsme méli ukézat.
Jak vime, tetna v bod¢ fezu kuZelové plochy je priisednice roviny fezu
s teénou rovinou sestrojenou podél jeji povrchové piimky, kterd prochézi
danym bodem fezu. Asymptoty hyperbolického fezu (tj. teény v nevlastnich
bodech hyperboly) jsou tedy priseénice roviny fezu o s te¢nymi rovinami 7, T "
plochy, které jsou sestrojené podél ptimek ¢, ¢’, v nichZ vrcholové rovina o’ || &
protina plochu. 5 _
Odtud napt. plyne, Ze asymptoty fezu prochizeji prisetiky P, P’ prvé
stopy p” roviny Fezu s prvymi stopami p°, p* teénych rovin 7, v’ (obr. 13.7).

332


Michal Zamboj
Line

Michal Zamboj
Rectangle

Michal Zamboj
Text Box
Stejně jako u eliptického řezu




