Kuzelosecky - doplnkovy material k Syntetické Geometrii 111

Literatura: Urban A.: Deskriptivni geometrie I, Praha: SNTL 1965

1 Elipsa

Ohniskova definice

Elipsa: Mnozina vSech bodu, které maji od dvou pevnych ruznych bodu (ohnisek) stély soucet vzddlenosti vétsi nez vzddlenost
pevnych bodu.

A, B - hlavni vrcholy; AB - hlavn{ osa, |AS| = a - délka hlavni poloosy

C, D - vedlejsi vrcholy; CD - vedlejsi osa, |CS| = b - délka vedlejsi poloosy

F1 o - ohniska, Fy oM - pruvodice, |F1S| = e - excentricita

|F1M| + |F2M| = 2a
|F1F2| < 2a

Zahradnicka konstrukce

Bodova konstrukce: dano Fi, Fs,a
1) Zvol M’ na AB
2) ky(Fy1,|AM')); ko(Fa, |BM'|)

3) My, My = ki Nk

Ohniskové vlastnosti

Plati: a? —b% = ¢? (pifmo z AFSC)



Bodova konstrukce

Ohniskové vlastnosti

Hyperoskulac¢ni kruznice

Hyperoskulaéni kruznice: dotykové kruznice ve vrcholech.
Konstrukce: ddno A, B,C, D

1) t1 L AB; A€ ty;ty L CD;C €ty
9) E=t Nt

3) S1=8NAB;Sy, =sNCD

4) k1(S1, [S14]); ka2(S2,[52C1)

e ! ki, ko se neprotinaji; vrcholy B, D osovo soumérné

Tecna elipsy
Véta 1.1 (Tecna elipsy). V kazdém bodé elipsy existuje prdvé jedna teéna; je to osa vnéjsich dhli privodici.

Dikaz (Jen existence). Na ose whli privodici volime Q - soumérné zdruZeny s Fy. Pro kaZdy bod R na ose plati RFy + RQ >
2a; A\ #, kromé bodu M, pro ktery plati rovnost |F1M| 4+ |QM| = 2a a lezi na elipse. Osa privodici tedy protne elipsu jenom v

bodé dotyku M a v Zddném jiném.



Hyperoskulaéni kruznice

Véta 1.2 (Rl’dici kruznice). MnozZina viech bodi soumérné sdruzenych s jednim ohniskem elipsy podle jejich tecen je kruznice
se stredem v druhém ohnisku o poloméru rovném velikosti hlavni osy elipsy.
Zn. g1(F1,2a); g2(F2, 2a).

Dikaz. 1) Je-li Q soumérné sdruZen s Fy, pak plati |F1Q| = 2a.
2) LeZi-li bod Q na kruznici g1 pak osa t dsecky FoQ protne F1Q v jejim vnitinim bodé M : 2a = F{M + QM = F{M + FoM a
M € e. Osat je teéna.

Véta 1.3 (Vrcholovd kruznice). MnoZina vsech pat kolmic vedengch z ohnisek elipsy k jejim tecndm je kruZnice opsand kolem
stredu elipsy s polomérem rovnym velikosti hlavni poloosy.
Zn. v(S,a).

Diikaz. 1) Necht P je takovd pata kolmice. Pak SP je stredni pricka v AF1F»Q a |SP| = %\F1Q|
2) Necht P € v(S,a). Sestrojime Q, t.z2. P je stied F»Q. Z AF1F>Q je diky podobnosti s ASFyP délka F1Q = 2a a Q lei na
Tidici kruznici. Z predchozi véty plyne, Ze osa F»Q je tecna a P je tedy pata kolmice.

Te¢na danym bodem: déno a, Fy, F5, R
1) k(R,|RF:|);kN g1 = Q1,Q2
2) Pl,PQ;R.Pl :tl;RPQ :tQ

3) douréeni bodu dotyku tl N FlQl = Tl, t2 n F1Q2 = T2



Tecna elipsy



Tecna t; bodem R

Te¢na danym smérem: dano a, Fy, Fy,r (r je rovnobézka s tetnou)
DilrmFyel
2) v;lNv=Py; P
3) ti,tal|r; PL € ti;pa € Lo

4) douré¢eni bodu dotyku pomoci fidicich kruznic






Kruznice v afinité

Kruznice sa v osové afinité zobraz{ na elipsu (bez dukazu).

A a prouzkova konstrukce

Specidlni pfipad: volime 2 afinity

A e —e; As e —en

Ay: osa- AB, smér - CD,C — Cy,D — Dy, M — M,
.AQI osa - 07D7 smeér —E,A—}AQ,B — BQ7M—> Mg
Trojihelnikova konstrukce: déno A, B,C, D

1) Volime M; € e; a douréime My € e3. Bod M € e lezi na paprscich ve sméru afinit Ay, As.

Prouzkova (rozdilovd) konstrukce: dano A, B, M; M - bod elipsy
1) vedlejsi osa b
2) k(M,a)Nb=N
3) MNNAB=K;|KM|=1b

Plyne z podobnosti, které vznikaji v afinitdch Ay, As.



Zobrazte kruznici k v afinité o, s

Rytzova konstrukce: déno KL, MN - sdruzené priméry (2 na sebe kolmé priiméry kruznice v prostoru, afinité)
1) ¢ L KL;S € ¢;k(S,|SK]|), KL je delsf pramér
2) kNc=M";0 € MM';|OM| = |OM’|
3) 1(0,|08));I,J =1n MM’

4) SI,SJ osy elipsy; hlavni osa je v mensfm tihlu sdruzenych priméri; a = |MJ|;b = |MI|

Prusecik piimky s elipsou: Je dédna elipsa svymi osami a pfimka p. Urcete polohu primky a elipsy, piipadné pruseciky
sestrojte.
ndvod k Feseni: uzijte kolmou afinitu - A= A", B=B',|S'C'| =a

2 Hyperbola

Ohniskova definice

Hyperbola: Mnozina viech bodu, které maji od dvou pevnych ruznych bodu (ohnisek) stély kladny rozdil vzdédlenosti vétsi
nez vzdélenost pevnych bodu.

A, B - hlavni vrcholy; AB - hlavni osa, |AS| = a - délka hlavn{ poloosy

S - stfed hyperboly, kolmice na hlavni osu pfes S - vedlejsi osa

F1 o - ohniska, Fy oM - pruvodice, |F1S| = e - excentricita

F A — B M| = 2
|F1F2| > 2a



Rytzova konstrukce

Bodova konstrukce



Bodova konstrukce: dano Fi, Fs,a
1) Zvol M’ na AB vné tisecky AB
2) ki(Fy, [AM')); ko(F2, |BM'))

3) My, My = ki N ks

Ohniskové vlastnosti

Ohniskové vlastnosti

Plati: e? — a2 = b?

b - délka vedlejsi poloosy

Tecna hyperboly
Véta 2.1 (Tecna hyperboly). V kazdém bodé hyperboly existuje prdvé jedna tecna; je to osa vnéjsich whli privodici.
Dukaz (Existence). stejné jako u elipsy

Véta 2.2 (Ridici kruznice). MnoZina vSech bodi soumérné sdruZenyjch s jednim ohniskem hyperboly podle jejich teéen je kruZnice
se stredem v druhém ohnisku o poloméru rovném wvelikosti hlavni osy hyperboly.

Zn. g1(Fu,2a); g2(F2, 2a).

Dukaz. podobné jako u elipsy

Asymptoty: Piimky ui,us prochézejici sttedem. u; kolmé na te¢nu vedenou z ohniska Fs ke g;.
Taky: Te¢na v nevlastnim bodé (bodé v nekoneénu). Hyperbola m4 tudiz dva nevlastn{ body!

Véta 2.3 (Vrcholovd kruznice). MnoZina vsech pat kolmic vedengjch z ohnisek hyperboly k jejim tecndm je kruznice opsand kolem
stredu hyperboly s polomérem rovnym velikosti hlavni poloosy.
Zn. v(S,a).

Diukaz. podobné jako u elipsy

Dusledek asymptoty jsou kolmé na teény vedené z ohnisek k vrcholové kruznici.

Tecna danym bodem: déno a, Fy, F5, R
1) k(R,|RF1|); kN g2 = Q2, Q1
2) P, Py; RP) = t1; RPy =ty

3) douréeni bodu dotyku tl N F2Q2 = TQ, t2 n F2Q1 = T1
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Tecna hyperboly

Up

~

Asymptoty hyperboly

Teéna danym smérem: déno a, Fy, Fy, r (r je rovnobézka s teénou)
HilrmFyel
2) v;lNv=P; Py
3) ti,tal|r; P1 € tisp2 € to

4) douréen{ bodu dotyku pomoci fidicich kruznic
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Tecna t; bodem R

9

Te¢ny smérem r

3 Parabola

Ohniskova definice

Parabola: Mnozina vSech bodu, které maji od pevného bodu (ohniska) a pevné piimky (Fidici piimky), kterd timto bodem

neprochdzi, stejné vzdalenosti.
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V' - vrchol, o- osa, F-ohnisko, d- fidic{ pfimka, |F'd|- parametr, F'M a kolmice na d prochézejici M - pruvodice

|Md| = |FM|

Bodova konstrukce: déano F,d

Bodova konstrukce

1) Zvol M’ na o; |[dM'| < |FM'|
2) k(F,|dM'|)

3) rllds|rd) = dA

4) My, My = kN7

Hyperoskulaéni kruznice: dotykova kruznice ve vrchole.

Konstrukce: déno d, F, o

1) ki (F 12’)

2) S=kNo;S#V

3) k(S,p)

Tecna paraboly

Véta 3.1 (Tecna paraboly). V kazdém bodé hyperboly existuje prdvé jedna tecna; je to osa vnéjsich dhli privodici.

Dukaz (Existence). stejné jako u elipsy

Véta 3.2 (Ridici piimka). MnoZina vech bodu soumérné sdruienych s ohniskem paraboly podle tecen paraboly je jeji Tidici

primka.

13



Hyperoskulaéni kruznice

Dikaz. podobné jako u elipsy
Véta 3.3 (Vrcholova tecna). MnoZina vsech pat kolmic spusténijch z ohniska na teény paraboly je vrcholovd tecna paraboly.

Dikaz. podobné jako u elipsy

Tecna paraboly

Subtangenta a subnormadla ¢ - te¢na, n - norméla

T - bod dotyku, K - prusecik tecny s osou, L - prusec¢ik normadly k te¢ne v bodé T s osou, M - pata kolmice spusténé z T' na osu
KM - subtangenta, ML - subnormaéla

Plati:

e Subtangenta je pulend vrcholem
e Délka subnormaly je konstantni a rovna p.

e Usetka KL je pulend ohniskem
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Tecna danym bodem: déno d, F
1) k(R,[RF[);kNd = Q2
2) Py, Py; RP = t1; RP, =ty
3) dourceni bodu dotyku Iy L d;Q1 €11, 1s L d; Q2 € lo

4) tlﬂllle,tQOlngg

Te¢ny bodem R

Tec¢na danym smérem: ddno d, F' (r je rovnobézka s tecnou)
VkLlrnFek
2) v;lNv=P"P
3) tr;Pet

4) dourceni bodu dotyku pomoci #idici piimky

Tecny smérem r
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4 Quételet - Dandelinova véta

Véta 4.1 (QD). Rezy rotacni kuzelové plochy rovinami, které nejsou vrcholové, jsou kuzelosecky s ohnisky v dotykovyjch bodech
kulovijch ploch vepsanijch kuZelové plose a dotykagjicich se roviny Tezu.

Q-D véta pro elipticky ez

Dukaz. MFy,MX jsou teény sféry k1 = |MF| = |MX]|. Stejné |MF;| = |MY|.
tj. |MF|+|MFy| = [MX| +|MY| = |XY| = |XoY,|

|XoB| = |BFy[; [YoB| = |BFy| = |XoB| + [YoB| = |BFi| + |BFy| = [AF1| + |AFy|
|AFy| = |BFy|

| XoYo| = |XoB| + |YoB| = |BF1| + |AF1| = |AB| = 2a konstanta.

Z ohniskové definice plati, Ze Tezem je elipsa. podobné pro hyperbolu a parabolu a pro elipsu na vdlcové plose.
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