Riesenie zavere¢ného testu Varianta D, ZS 2014/2015

UPOZORNENIE: PriloZené bodovanie sa vztahuje na moje skupiny studentov,
bodovanie jednotlivych cvi¢iacich sa moze a bude mierne lisit.

V pripade, ze odhalite chybu/preklep (aj s odstupom), napiSte mi to prosim do
mailu, moZe to zachrdnit zdravie inych.

1. Vysetiete prubéh funkce

(z—1)°

flx)=(z =T =,

tj. najdéte jeji definiéni obor, uréete pripadnou sudost/lichost, kdy je f kladna/
zapornd, pruseCiky s osami (ptipadné hodnoty v jinych dulezityh bodech), li-
mity v krajnich bodech Df | derivaci funkce a jeji nulové body, lokalni a globalni
extrémy, intervaly monotonie, asymptoty, druhou derivaci, oblasti konvexity, kon-
kavity a inflexni body, nakreslete graf funkce. Vse fadné zduvodnéte.

definicny obor: z odmocniny plynie: D; = R (1 bod)

Napr. dosadenim hodnoty x = 1 overime, ze funkcia nie je ani suda ani licha.
(1 bod)

P, : f(z) =0 < 2 =1, exponencidla je kladna f-cia, t.j., P,[1,0]
—1
P,:x=0= P,J0,—e7] (1 bod)

znamienko funkcie (dosadenim): funkcia je na (—oo, 1) zdporna, na (1, 00) kladna
(1 bod)

(2-1)?

lirf (r—1) 2 = —00-0--- = 0, bud L’Hospital alebo e¢* je rychlejsie
T—>1T00

ako z (1 bod)
fl(x) =e" e (2)(2 — z), derivécia existuje na R (1,5 bodu)
fi=0& (z=0Vr=2) (1 bod)

monoténnost funkcie: f'(x) > 0 na intervale (0, 2) a funkcia je tu rasttica, f'(z) < 0

na intervaloch (—o0,0) a (2,00) a funkcia je tu klesajica (1 bod)

globdlne minimum je v bode [0, —e*%]
globdlne maximum je v bode |2, efé] (1 bod)



(2—1)°

P = e

ffla)=0ers=1Ve=1+/3Vve=1-3 (1 bod)

(2° — 32° + 2), 2. derivdcia existuje na R (1,5 bodu)

konvexita,/ konkavita: f”(z) < 0 na (—oo,1 —+/3) a (1,1 +1/3) a funkcia je tu
konkévna, f'(z) > 0na (1—+/3,1) a (1++/3,00) a funkcia je tu konvexnd (1 bod)

inflexné body I,[1 — /3, —v/3e 2], L[1, 0], I;[1 + v/3, v3e 7] (1 bod)
5 _e-1?
. 2
asymptoty y = kx 4+ ¢ : lim (z Je =0=k
T—+00 x
) _@-1)?

qzrgrfoo(:v—Z)e —0=0=¢q

y=0v oo (1 bod)
graf: (3 body)




2. Uvazujme funkci f(z,y) = (2° — 2z + 3)(y° — 4).

a) Vysetiete, v jakych bodech [z,7] € R* ma f lokdlni maxima, lokalni minima a
sedlové body.

b) Najdéte maximum a minimum funkce f na obdélniku s vrcholy o souradnicich
[—2,-3],[1,-3],[1,1] a [-2,1].

Nakreslete zadanou mnozinu i vSechny nalezené kandidaty na extrém.

a) D; = R?

0. f = (2 —2)(y° —4) = 2(x — )(y — 2)(y +2)

o, f = (:v2 —2x 4+ 3)2y (1 bod)
O.f = 0,f = 0 v bode A[l,0] (1 bod)

Oyyf = 2(z* — 22+ 3) (1 bod)
H(A)] = —8-4—0= —32...v bode A je sedlo (1 bod)
b) obrazok so vsetkymi bodmi (1 bod)
volné extrémy: bod A z a) je na hranici

mnoziny (1 bod)

vrcholy: f(—2,—3) = 55, f(1,-3) = 10, f(1,1) = —6, f(~2,1) = —33 | ,

(1 bod)

usecka KN: x = =2,y € (=3,1) : g
f(=2,y) = g(y) = 11y° — 44 (1 bod)

Jd(y) = 22y = 0 & y = 0 kandiddt B[-2,0] : ) N
(1 bod) T . 0

usecka LM: z = 1,y € (=3,1)

f(y) =gly) = 2y° -8 (1 bod)

g (y) =4y =0<y=0A[1,0] (1 bod)

tsecka KL: y = =3,z € (—=2,1)

flx,=3) =g(z) =52 — 10z +15 (1 bod)

Jdz) =10z -10=0&2=1¢ (-2,-3)

(vrchol L), ziadny kandidat (1 bod) K L
usecka MN: y =1,z € (—2,1) ’

f(x,1) = g(x) = =32> + 62— 9 (1 bod)

g(x)=—6r+6=0<2=1¢ (—2,1) (vrchol

M), ziadny kandidat (1 bod)

f(=2,0) = —44, f(1,0) = -8
Maximum: K[—2, —3] s hodnotou 55, minimum: B[—2, 0] s hodnotou —44 (1 bod)



3. Urcete extrémy funkce f(z,y) = (z — 1)* 4+ y na mnoziné M = {[z,y] € R*:
(z—17-1<y<—=2@x—-1>+2
Nakreslete zadanou mnozinu i vSechny nalezené kandidaty na extrém.

Obrazok so vsetkymi kandidatmi (2 body)

Priese¢niky parabol:
D (@—1?—1=y
2) 2x—1)°+2=y

Riesenim ststavy (napr. porovnanim lavych

stran) su body A[0, 0], B[2, 0] (1 bod)

Volné extrémy: 0,f = 2 —2,0,f =1 #0, & g Mo =
neexistuji (1 bod)

Cast spodnej paraboly (napr. Jacobidn): :

|lJ] = —4(x —1),|J] = 0 & 2 = 1 dosadenim

do (z —1)* =1 = y dostavame z = 1,y = —1 = C[1, —1] (3,5 bodu)
Cast vrchnej paraboly (napr. Jacobian): |J| = 2(z —1),|J] = 0 & 2 = 1 dosa-
denfm do —2(z — 1)* + 2 = y dostavame 2 = 1,y = 2 = DI[1, 2] (3,5 bodu)
f(A) =1,f(B) = 1, f(C) = —1, f(D) = 2, maximum v bode D, minimum v
bode C. (1 bod)



4. Urcete extrémy funkce f(z,y, z) = 4x +y — 2z — 2 na mnoziné dané vazbami:

3
gl(xayWZ) - 5132 + Z2 — 26

g,y 2) =2 —y+ 2+ 2.

Vyuzijte metodu Lagrangeovych multiplikatoru a vypocitejte hodnoty prislusnych

multiplikatoru.

Lagrange:

L(z,y, 2, A1, Ag) :4x+y—22—§+)\1(:1:2—|—z2—26)+>\2(:1:—y+z+%) (1 bod)

2

)
)
3) 0.L=—2+22\ + X =0
4) gi(w,y,2) =2 +2°—26=0
)

5) ga(w,y,2) = —y+2+35=0

Vypocet (optimalny, nazalezi ak ste dosli k spravnym zéverom):

)= =1

Ay —1),3) == —%,z: i

T,z —4) =\ =+1

dopocitanie x,y, z

kandidéti:

A = )\2—1 Al-5, — 10 1], f(A) = —26
A =—1, ) =1,B5, 134, —1],f(B) =26

Max1mum je v bode B, minimum v bode A

(1,5 bodu)

(2 body)

(2 body)
(6 bodov)

(0,5 bodu)
(1 bod)



